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Tutkielmassa esitetään kaksi todistusta Jordanin käyrälauseelle sekä todistetaan
Schönﬂiesin lause. Jordanin käyrä on ympyrän S1 kanssa homeomorﬁnen topologinen
avaruus. Jordanin käyrälauseen mukaan avaruudella R2 \ J on täsmälleen kaksi kompo-
nenttia, jos J ⊂ R2 on Jordanin käyrä. Toinen komponenteista on rajoittamaton ja toinen
rajoitettu, ja Jordanin käyrä J on kummankin komponentin reuna. Schönﬂiesin lauseen
mukaan jokainen upotus f : S1 → R2 voidaan jatkaa homeomorﬁsmiksi h : R2 → R2, jolla
h|S1 = f .
Jordanin käyrälause todistetaan aluksi tason monikulmioiden tapauksessa. Todistuksen
ideana on tarkastella monikulmion ja x-akselin suuntaisten suorien leikkauspisteiden lu-
kumäärää. Sen jälkeen osoitetaan, että avaruus R2 \A on yhtenäinen, jos A ⊂ R2 on kaa-
ri. Tätä tulosta kutsutaan tutkielmassa Jordanin kaarilauseeksi. Näiden tulosten avulla
muotoillaan ensimmäinen Jordanin käyrälauseen todistus, jossa ideana on sulkea Jorda-
nin käyrä tietynlaisen kuusikulmion sisään.
Jordanin käyrälauseen toista todistusta varten tarkastellaan kuvausten nostojen olemas-
saoloa. Osoitetaan, että jatkuvalla kuvauksella f : X → S1 on p-nosto f˜ : X → R jos ja
vain jos kuvaus f on nollahomotooppinen. Tässä X on topologinen avaruus ja p : R→ S1
on peitekuvaus. Tarkastellaan myös kuvausten jatkeiden olemassaoloa ja osoitetaan, että
nollahomotooppisella jatkuvalla kuvauksella f : A→ S1 on nollahomotooppinen jatkuva
jatke h : X → S1, jos X on T4-avaruus ja A ⊂ X suljettu osajoukko. Todistetaan lisäksi
Eilenbergin kriteeri, joka tarkastelee avaruuden C kompaktia osajoukkoa K ja pisteitä
a, b ∈ C \ K. Sen mukaan pisteet a ja b kuuluvat joukon C \ K samaan polkukompo-
nenttiin jos ja vain jos kuvaus f : K → S1, f(z) = N ( z−a
z−b
)
, on nollahomotooppinen.
Tämän avulla saadaan todistettua Jordanin kaarilauseen kaltainen tulos sekä Jordanin
käyrälause.
Schönﬂiesin lause todistetaan ensin tason monikulmioiden tapauksessa. Keskeisinä työvä-
lineinä ovat 2-ulotteisen simpleksin sekä kompleksin käsitteet. Tämän jälkeen osoitetaan,
että joukon R2 \ J rajoitetun komponentin sulkeuma X¯1 on 2-solu eli homeomorﬁnen 2-
simpleksin kanssa. Osoitetaan myös, että jokainen 2-solujen reunojen välinen homeomor-
ﬁsmi voidaan jatkaa 2-solujen väliseksi homeomorﬁsmiksi. Tämän tuloksen avulla voidaan
määritellä jokaiselle homeomorﬁsmille f : S1 → J homeomorﬁnen jatke h : R2 → R2.
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1. Johdanto
Tässä tutkielmassa esitetään kaksi erilaista todistusta Jordanin käy-
rälauseelle sekä todistetaan Schönﬂiesin lause. Jordanin käyrä on ym-
pyrän S1 = {x ∈ R2 : |x| = 1} kanssa homeomorﬁnen topologinen ava-
ruus. Jordanin käyrälauseen mukaan avaruudella R2 \ J on täsmälleen
kaksi komponenttia, jos J ⊂ R2 on Jordanin käyrä. Toinen näistä kom-
ponenteista on rajoittamaton ja toinen rajoitettu, ja Jordanin käyrä J
on kummankin komponentin reuna. Jordanin käyrälauseen esitti ensim-
mäisenä ranskalainen Camille Jordan (1838 - 1922) kirjassaan Cours
d'Analyze de l'École Polythechnique vuonna 1887. Tulosta oli pitkään
pidetty niin ilmeisenä, ettei kukaan ollut vaivautunut yrittämään sen
todistamista. Jordanin esittämä todistus oli kuitenkin virheellinen, ja
ensimmäisen virheettömän todistuksen esitti yhdysvaltalainen Oswald
Veblen vuonna 1905. Tämän jälkeen heräsi kysymys, ovatko avaruuden
R2 \ J komponentit homeomorﬁsia avaruuden R2 \ S1 komponenttien
kanssa. Vuonna 1906 saksalainen Arthur Schönﬂies (1853 - 1928) osoit-
ti, että tämä pitää paikkansa. Schönﬂiesin lauseen mukaan jokainen
upotus f : S1 → R2 voidaan jatkaa homeomorﬁsmiksi h : R2 → R2, jol-
la siis h|S1 = f . Schönﬂiesin esittämässä todistuksessa oli joitain vir-
heitä, jotka hollantilainen Luitzen Brouwer korjasi esittäessään ensim-
mäisen virheettömän todistuksen vuonna 1909. Brouwer ryhtyi myös
pohtimaan, yleistyisikö Schönﬂiesin lause korkeampiin ulottuvuuksiin.
Vuonna 1912 hän osoitti, että avaruudella Rn \ fSn−1 on kaksi kompo-
nenttia, jos f : Sn−1 → Rn on upotus. Brouwer ei kuitenkaan pystynyt
osoittamaan, että avaruuden R3 \fS2 komponentit olisivat homeomor-
ﬁsia avaruuden R3 \ S2 komponenttien kanssa aina, kun f : S2 → R3
on upotus. Vuonna 1921 yhdysvaltalainen James Waddell Alexander
ilmoitti todistaneensa tämän Schönﬂiesin lauseen yleistyksen. Ennen
artikkelinsa julkaisua hän kuitenkin löysi todistuksestaan virheen, ja
vuonna 1924 hän esitti vastaesimerkin (Alexander's horned sphere), jo-
ka todisti, ettei Schönﬂiesin lause yleisty kolmiulotteiseen avaruuteen.
Tässä tutkielmassa esitettävistä Jordanin käyrälauseen todistuksista
ensimmäinen pohjautuu Lawsonin [2] ja Moisen [3] esittämiin todis-
tuksiin. Alkuperäinen tarkoitus oli käyttää tämän todistuksen pohja-
na Kosniowskin [1] esittämää todistusta. Lähempi tarkastelu kuitenkin
osoitti, että sen esittäminen täsmällisesti johti kohtuuttoman moni-
mutkaisiin tarkasteluihin, joten suunnitelmaa muutettiin. Nyt esitet-
tävä todistus I jakaantuu kolmeen osaan: aluksi todistetaan Jordanin
käyrälause tason monikulmioiden tapauksessa, sen jälkeen todistetaan
Jordanin kaarilause ja lopuksi tämän avulla itse Jordanin käyrälause.
Jordanin kaarilauseella tarkoitetaan tässä tulosta, jonka mukaan ava-
ruus R2 \A on yhtenäinen, jos A ⊂ R2 on kaari. Jordanin käyrälauseen
ensimmäisen todistuksen seuraamiseen riittävät Topologia I -kurssia
vastaavat esitiedot.
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Jordanin käyrälauseen todistus II pohjautuu Wallin [5] esittämään
todistukseen. Se on lähestymistavaltaan teoreettisempi: aluksi tarkas-
tellaan kuvausten nostojen ja jatkeiden olemassaoloa sekä todistetaan
ns. Eilenbergin kriteeri. Sen seurauksena saadaan Jordanin kaarilauset-
ta vastaava tulos. Varsinainen Jordanin käyrälauseen todistus jakaan-
tuu tässäkin todistuksessa kahteen osaan: aluksi tarkastellaan erikois-
tapausta, jossa Jordanin käyrä sisältää janan, ja vasta sen jälkeen todis-
tetaan varsinainen Jordanin käyrälause. Todistuksen seuraamista hel-
pottavat Topologia II -kurssia vastaavat esitiedot.
Schönﬂiesin lauseen todistus pohjautuu Moisen [3] esittämään to-
distukseen ja vastaa siten lähestymistavaltaan enemmän Jordanin käy-
rälauseen ensimmäistä todistusta. Myös Schönﬂiesin lause todistetaan
aluksi tason monikulmioiden tapauksessa. Keskeisinä työvälineinä ovat
2-ulotteisen simpleksin sekä kompleksin käsitteet. Yleisen tapauksen to-
distusta varten osoitetaan, että joukon R2 \ J rajoitetun komponentin
sulkeuma on homeomorﬁnen 2-simpleksin kanssa. Tämänkin todistuk-
sen seuraamiseen riittänevät Topologia I -kurssia vastaavat esitiedot.
Tämä johdantoluku pohjautuu osittain lähteisiin [8] ja [9].
2. Jordanin käyrälause tason monikulmioille
Tässä luvussa määritellään aluksi käsitteet Jordanin käyrä ja mo-
nikulmio. Sen jälkeen osoitetaan, että jokainen tason R2 monikulmio
on Jordanin käyrä. Lopuksi todistetaan Jordanin käyrälause tason mo-
nikulmioille: jos J ⊂ R2 on monikulmio, niin avaruudella R2 \ J on
täsmälleen kaksi komponenttia, joista toinen on rajoitettu ja toinen
rajoittamaton, ja monikulmio J on niiden kummankin reuna. Lähtee-
nä on käytetty kirjaa [2].
Määritelmä 2.1. Topologinen avaruus J on Jordanin käyrä, jos se
on homeomorﬁnen ympyrän S1 kanssa. Tasossa R2 Jordanin käyrä J
määritellään upotuksen f : S1 → R2 avulla. Jordanin käyrä J ⊂ R2
on tällaisen upotuksen kuvajoukko fS1, joka on siis homeomorﬁnen
ympyrän S1 kanssa.
Seuraavaan lauseeseen on koottu joitain Jordanin käyrien ominai-
suuksia:
Lause 2.2. Jordanin käyrä J ⊂ R2 on kompakti, suljettu ja rajoitettu.
Sen komplementti R2 \ J on avoin.
Todistus: Olkoon f : S1 → R2 upotus, jolla J = fS1. Kuvaus f on jat-
kuva ja ympyrä S1 on kompakti, joten Jordanin käyrä J on kompakti.
Tason R2 kompaktina osajoukkona se on suljettu ja rajoitettu, ja sen
komplementti R2 \ J on avoin. 2
Avaruuden R2 \ J komponenteista tiedetään heti seuraavaa:
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Lause 2.3. Olkoon J ⊂ R2 Jordanin käyrä. Tällöin avaruuden R2 \ J
komponentit ovat avoimia ja murtoviivayhtenäisiä.
Todistus: Lauseen 2.2 mukaan joukko R2 \ J on avoin avaruudessa R2.
Kirjassa [6] on osoitettu, että normiavaruuden avoimen joukon kom-
ponentit ovat avoimia (Lause 14.36) ja että jokainen normiavaruuden
avoin ja yhtenäinen joukko on murtoviivayhtenäinen (Lause 14.30).
Joukon R2 \ J komponentit ovat siis avoimia. Yhtenäisinä ja avoimina
normiavaruuden R2 joukkoina ne ovat murtoviivayhtenäisiä. 2
Määritelmä 2.4. Monikulmio J ⊂ R2 on yhdiste äärellisen monesta
janasta L0 = [v0, v1], L1 = [v1, v2], . . . , Ln−1 = [vn−1, v0] (n ≥ 3), jotka
toteuttavat seuraavat ehdot:
(1) peräkkäiset janat Li ja Li+1 ovat erisuuntaiset jokaisella i ∈ Zn
(2) peräkkäiset janat Li ja Li+1 leikkaavat toisensa vain yhteisessä
päätepisteessään vi+1 jokaisella i ∈ Zn
(3) jos janoilla Li ja Lj ei ole yhteistä päätepistettä eli i 6= j 6= i±1,
niin Li ∩ Lj = ∅.
Janat Li ovat monikulmion sivut ja niiden päätepisteet vi ovat moni-
kulmion kärjet.
Lemma 2.5. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja olkoon A ⊂ X.
Olkoon f : X → Y homeomorﬁsmi. Tällöin rajoittuman f |A määritte-
lemä kuvaus f1 : A→ fA on homeomorﬁsmi.
Todistus: Rajoittuman f |Amäärittelemä kuvaus f1 : A→ fA on jatku-
va bijektio. Sen käänteiskuvaus f−11 : fA → A on rajoittuman f−1|fA
määrittelemä, joten myös se on jatkuva. 2
Osoitetaan seuraavaksi, että tason monikulmiot ovat Jordanin käy-
riä. Näin on mielekästä osoittaa Jordanin käyrälause aluksi monikul-
mioiden tapauksessa.
Lause 2.6. Jokainen monikulmio J ⊂ R2 on Jordanin käyrä.
Todistus: Olkoon J ⊂ R2 monikulmio. Osoitetaan, että on olemas-
sa homeomorﬁsmi h : S1 → J , mikä todistaa väitteen. Olkoot L′0 =
[(1, 0), (0, 1)], L′1 = [(0, 1), (−1, 0)], L′2 = [(−1, 0), (0,−1)] ja L′3 =
[(0,−1), (1, 0)]. Olkoon J ′ = ∪3i=0L′i ⊂ R2 nelikulmio, jonka kärkipisteet
ovat siis (1, 0), (0, 1), (−1, 0) ja (0,−1). Osoitetaan aluksi, että on ole-
massa homeomorﬁsmi h1 : S1 → J ′: Määritellään kuvaus f : R2 → R2
asettamalla
f(x, y) =
{
(x,
√
y2 + 2|x|y), jos y ≥ 0
(x,−√y2 − 2|x|y), jos y ≤ 0.
Määritellään kuvaus g : R2 → R2 asettamalla
g(x, y) =
{
(x,
√
x2 + y2 − |x|), jos y ≥ 0
(x,−
√
x2 + y2 + |x|), jos y ≤ 0.
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Kuvaus f on jatkuva, sillä se on lausekkeensa perusteella jatkuva sul-
jetuissa puolitasoissa, samoin kuvaus g. Laskemalla voidaan tarkistaa,
että f(g(x, y)) = (x, y) = g(f(x, y)) olipa y ≥ 0 tai y ≤ 0. Näin g = f−1
eli kuvaus f : R2 → R2 on homeomorﬁsmi ja g on sen käänteiskuvaus.
Osoitetaan vielä, että fJ ′ = S1: Olkoon (x, y) ∈ J ′. Oletetaan, että
y ≥ 0 ja x ≥ 0. Tällöin y = −x + 1. Kuvapisteen f(x, y) etäisyys
origosta on |f(x, y)| =
√
x2 + y2 + 2xy = |x+ y| = x+ y = x+ (−x+
1) = 1. Näin f(x, y) ∈ S1. Vastaavasti voidaan tarkistaa loput kolme
tapausta. Olkoon sitten (x, y) ∈ R2\J ′. Oletetaan, että y ≥ 0 ja x ≥ 0.
Tällöin y 6= −x+1, joten |f(x, y)| = x+y 6= 1. Näin f(x, y) /∈ S1. Loput
kolme tapausta voidaan jälleen tarkistaa vastaavasti. Siis f(x, y) ∈ S1
jos ja vain jos (x, y) ∈ J ′, joten fJ ′ = S1.
Olkoon h1 : S1 → f−1S1 = J ′ homeomorﬁsmin f−1 rajoittuman
määrittelemä kuvaus. Lemman 2.5 nojalla kuvaus h1 on homeomorﬁs-
mi. Janat L′0 ja L′1 voidaan kuvata homeomorﬁsesti janoiksi L0 ja L1, ja
murtoviiva L′2 ∪ L′3 voidaan kuvata homeomorﬁsesti murtoviivaksi (tai
janaksi) ∪n−1i=2 Li (n ≥ 3). Näin on olemassa homeomorﬁsmi h2 : J ′ → J .
Etsitty homeomorﬁsmi on yhdistetty kuvaus h = h2 ◦ h1 : S1 → J . 2
Tässä luvussa oletetaan tästä lähtien, että tarkasteltavan monikul-
mion mikään sivu ei ole x-akselin suuntainen. Tämä oletus voidaan
tehdä, koska monikulmion sivuja on äärellinen määrä, ja näin x-akselin
suunta voidaan valita kaikkien sivujen suunnista poikkeavaksi.
Jokaisen monikulmion J ⊂ R2 kärjet vi voidaan jakaa normaaleihin
kärkiin ja erikoiskärkiin. Erikoiskärkiä ovat ne kärjet, joissa monikul-
mion pisteiden y-koordinaatti saa lokaalin ääriarvon. Muut kärjet ovat
normaaleja kärkiä. Erikoiskärjistä maksimikärkiä ovat ne kärjet, jois-
sa monikulmion pisteiden y-koordinaatti saa lokaalin maksimiarvon,
ja minimikärkiä vastaavasti ne kärjet, joissa monikulmion pisteiden y-
koordinaatti saa lokaalin minimiarvon. Kuvassa 1 maksimikärkiä ovat
kärjet v1, v3 ja v6, ja minimikärkiä kärjet v2, v5 ja v7. Muut kärjet ovat
normaaleja kärkiä.
Seuraavassa lemmassa tarkastellaan x-akselin suuntaisten suorien ja
monikulmion J leikkauspisteiden lukumäärää. Tämän kautta pystytään
Lauseessa 2.8 osoittamaan, että avaruudella R2 \ J on ainakin kaksi
komponenttia.
Lemma 2.7. Olkoon J ⊂ R2 monikulmio. Jokaisen x-akselin suuntai-
sen suoran ja monikulmion J leikkauspisteiden lukumäärä erikoiskärkiä
lukuunottamatta on parillinen.
Todistus: Olkoon J ⊂ R2 monikulmio. Tarkastellaan x-akselin suun-
taista suoraa korkeudella y. Olkoon sen ja monikulmion J leikkaus-
pisteiden lukumäärä erikoiskärkiä lukuunottamatta k(y). Määritellään
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funktio h : R→ {0, 1} asettamalla
h(y) =
{
0, jos k(y) ≡ 0 (mod 2)
1, jos k(y) ≡ 1 (mod 2).
Olkoon y0 ∈ R. Olkoon suoran y = y0 ja monikulmion J leikkaus-
pisteiden lukumäärä m1 + m2 + k(y0), missä m1 on maksimikärkien
lukumäärä ja m2 on minimikärkien lukumäärä. Leikkauspisteiden lu-
kumäärä erikoiskärkiä lukuunottamatta on siis k(y0). Osoitetaan, että
funktio h on jatkuva pisteessä y0. On siis löydettävä sellainen positii-
vinen luku δ, että kun y ∈]y0 − δ, y0 + δ[, niin h(y) = h(y0).
Olkoon E = {vi : pr2(vi) 6= y0}. Joukkoon E kuuluvat siis kaikki
ne monikulmion J kärkipisteet vi, jotka eivät kuulu suoralle y = y0.
Joukko E on äärellinen, joten joukolla {|pr2(vi)−y0| : vi ∈ E} on pienin
alkio, joka on positiivinen. Olkoon δ = 1
2
min{|pr2(vi)− y0| : vi ∈ E}.
Kuva 1
Tarkastellaan x-akselin suuntaista suoraa korkeudella y, missä y ∈
]y0− δ, y0[ (Kuva 1). Luku δ valittiin niin, ettei joukossa R×]y0− δ, y0[
ole yhtään kärkeä. Tämän vuoksi kyseinen suora leikkaa samat k(y0)
sivua kuin suora y = y0 ja lisäksi jokaista suoralle y = y0 kuuluvaa
maksimikärkeä kohti kaksi monikulmion sivua. Kyseisen suoran ja mo-
nikulmion J leikkauspisteiden lukumäärä on siis k(y0) + 2m1. Vastaa-
vasti, jos y ∈]y0, y0 + δ[, niin jokaisen x-akselin suuntaisen korkeudel-
la y olevan suoran ja monikulmion J leikkauspisteiden lukumäärä on
k(y0) + 2m2. Kummassakin tapauksessa leikkauspisteiden lukumäärä
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on k(y) = k(y0) + 2m, missä m ∈ {m1,m2}, ja yksikään leikkauspiste
ei ole erikoiskärki. Siis k(y) ≡ k(y0) (mod 2), joten h(y) = h(y0). Näin
funktio h on jatkuva pisteessä y0.
Luku y0 saattoi olla mikä tahansa reaaliluku, joten funktio h : R →
{0, 1} on jatkuva. Avaruus R on yhtenäinen, joten kuvajoukko hR on
myös yhtenäinen. Näin joko hR = {0} tai hR = {1}. Monikulmio J on
rajoitettu, joten on olemassa sellainen kuula B(0¯, r), että J ⊂ B(0¯, r).
Näin h(r + 1) = 0, sillä korkeudella r + 1 oleva x-akselin suuntainen
suora ei leikkaa monikulmiota J kertaakaan. Siis hR = {0}, eli mo-
nikulmion J ja jokaisen x-akselin suuntaisen suoran leikkauspisteiden
lukumäärä erikoiskärkiä lukuunottamatta on parillinen. 2
Seuraavassa lauseessa osoitetaan, että avaruus R2 \J on epäyhtenäi-
nen:
Lause 2.8. Jos J ⊂ R2 on monikulmio, niin R2 \ J = X0 ∪X1, missä
joukot X0 ja X1 ovat avoimia, erillisiä ja epätyhjiä. Näin avaruudella
R2 \ J on ainakin kaksi komponenttia.
Todistus: Olkoon J ⊂ R2 monikulmio ja olkoon z ∈ R2 \ J . Tarkastel-
laan pisteen z kautta kulkevan x-akselin suuntaisen suoran ja monikul-
mion J niitä leikkauspisteitä, jotka ovat pisteen z vasemmalla puolella
eivätkä ole erikoiskärkiä. Olkoon näiden leikkauspisteiden lukumäärä
k(z). Määritellään funktio I : R2 \ J → {0, 1} asettamalla
I(z) =
{
0, jos k(z) ≡ 0 (mod 2)
1, jos k(z) ≡ 1 (mod 2)
Olkoon z0 = (x0, y0) ∈ R2 \ J . Olkoon pisteen z0 kautta kulkevan
suoran y = y0 ja monikulmion J leikkauspisteitä pisteen z0 vasemmal-
la puolella yhteensä m1+m2+k(z0) kappaletta, missä m1 on maksimi-
kärkien lukumäärä ja m2 on minimikärkien lukumäärä. Pisteen z0 va-
semmalla puolella olevien leikkauspisteiden lukumäärä erikoiskärkiä lu-
kuunottamatta on siis k(z0). Osoitetaan, että funktio I on jatkuva pis-
teessä z0. On siis löydettävä sellainen luku δ > 0, että kun z ∈ B(z0, δ),
niin I(z) = I(z0).
Olkoon E = {vi : pr2(vi) 6= y0} kuten edellä Lemmassa 2.7. Jouk-
koon E kuuluvat siis kaikki ne monikulmion J kärkipisteet vi, jot-
ka eivät kuulu pisteen z0 kautta kulkevalle suoralle y = y0. Olkoon
δ1 =
1
2
min{|pr2(vi)−y0| : vi ∈ E}. Joukko R2 \J on avoin avaruudessa
R2, joten on olemassa sellainen luku δ2 > 0, että B(z0, δ2) ⊂ R2 \ J .
Olkoon δ = min{δ1, δ2}. Olkoon z = (x, y) ∈ B(z0, δ). Tällöin on kolme
vaihtoehtoa: y0 − δ < y < y0, y = y0 tai y0 < y < y0 + δ.
Oletetaan aluksi, että y = y0. Tällöin pisteet z ja z0 ovat samalla
x-akselin suuntaisella suoralla. Sekä pisteen z0 että pisteen z vasem-
malla puolella olevat leikkauspisteet ovat kuulan B(z0, δ) vasemmalla
6
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puolella, sillä J ∩B(z0, δ) = ∅. Näin myös pisteen z vasemmalla puolel-
la olevien leikkauspisteiden lukumäärä erikoiskärkiä lukuunottamatta
on k(z0).
Oletetaan nyt, että y0−δ < y < y0 (Kuva 2). Tarkastellaan pisteen z
kautta kulkevaa x-akselin suuntaista suoraa. Luku δ1 on valittu niin, et-
tä joukossa R2×]y0−δ1, y0+δ1[ ei ole yhtään monikulmion kärkipistettä.
Edelleen J ∩ B(z0, δ) = ∅, joten sekä pisteen z0 että pisteen z vasem-
malla puolella olevat leikkauspisteet ovat kuulan B(z0, δ) vasemmalla
puolella. Näin pisteen z kautta kulkeva x-akselin suuntainen suora leik-
kaa pisteen z vasemmalla puolella samat k(z0) sivua kuin suora y = y0,
ja lisäksi jokaista suoralla y = y0 pisteen z0 olevaa maksimikärkeä koh-
ti kaksi monikulmion sivua. Siis leikkauspisteiden kokonaismäärä on
k(z0) + 2m1, eikä yksikään niistä ole kärkipiste.
Jos y0 < y < y0 + δ, niin samaan tapaan voidaan päätellä, että pis-
teen z kautta kulkeva x-akselin suuntainen suora leikkaa monikulmiota
J pisteen z vasemmalla puolella yhteensä k(z0) + 2m2 pisteessä, joista
yksikään ei ole kärkipiste. Joka tapauksessa pisteen z vasemmalla puo-
lella olevien leikkauspisteiden lukumäärä erikoiskärkiä lukuunottamat-
ta on siis k(z) = k(z0)+2m, missä m ∈ {0,m1,m2}. Näin k(z) ≡ k(z0)
(mod 2), joten I(z) = I(z0). Funktio I on siis jatkuva pisteessä z0. Pis-
te z0 saattoi olla mikä tahansa joukon R2 \ J piste, joten funktio I on
jatkuva.
Olkoon Lj jokin monikulmion J sivu, olkoon z sivun Lj keskipiste ja
olkoon s pisteen z kautta kulkeva x-akselin suuntainen suora. Joukko
K = ∪{Li : i ∈ Zn, i 6= j} on suljettu ja z 6∈ K, joten d(z,K) >
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0. Olkoon δ = d(z,K)/2. Tällöin B(z, δ) ∩ J ⊂ Lj. Valitaan kaksi
pistettä joukosta s∩B(z, δ) pisteen z eri puolilta. Suora s leikkaa sivun
Lj vain pisteessä z, sillä alussa tehdyn oletuksen nojalla sivu Lj ei
ole x-akselin suuntainen. Näin s ∩ B(z, δ) ∩ J = {z}, joten valitut
kaksi pistettä kuuluvat joukkoon R2 \ J , ja toisen pisteen vasemmalla
puolella on yksi leikkauspiste enemmän kuin toisen pisteen vasemmalla
puolella. Funktio I saa siis toisessa pisteessä arvon 0 ja toisessa arvon
1, joten funktio I : R2 \ J → {0, 1} on jatkuva surjektio. Näin joukot
X0 = I
−1{0} ja X1 = I−1{1} ovat avoimia, erillisiä ja epätyhjiä, ja
R2 \ J = X0 ∪ X1. Avaruus R2 \ J on siis epäyhtenäinen, eli sillä on
vähintään kaksi komponenttia. 2
Näin on osoitettu, että avaruus R2 \ J on erillinen yhdiste avoimis-
ta ja epätyhjistä joukoista X0 ja X1. Seuraavassa lauseessa jatketaan
joukkojen X0 ja X1 tarkastelemista. Sen todistuksessa nojaudutaan
Lemmaan 2.7.
Lause 2.9. Olkoon J ⊂ R2 monikulmio ja olkoot joukot X0 = I−1{0}
ja X1 = I−1{1} kuten edellä Lauseessa 2.8. Tällöin joukko X0 on ra-
joittamaton ja joukko X1 on rajoitettu. Lisäksi monikulmio J on sekä
joukon X0 että joukon X1 reuna.
Todistus: Olkoon J ⊂ R2 monikulmio. Lauseen 2.8 perusteella tiede-
tään, että R2 \J = X0∪X1, missä joukot X0 ja X1 ovat avoimia, erilli-
siä ja epätyhjiä. Osoitetaan aluksi, että joukko X0 on rajoittamaton ja
joukko X1 on rajoitettu: Monikulmio J on rajoitettu, joten on olemassa
sellainen kuula B(0¯, r), että J ⊂ B(0¯, r). Olkoon z ∈ R2 \B(0¯, r). Tar-
kastellaan pisteen z kautta kulkevaa x-akselin suuntaista suoraa. On
kaksi mahdollisuutta: joko tämä suora ei pisteen z vasemmalla puolella
leikkaa monikulmiota kertaakaan tai kaikki tämän suoran ja monikul-
mion leikkauspisteet sijaitsevat pisteen z vasemmalla puolella. Ensim-
mäisessä tapauksessa funktion I määritelmän mukaan I(z) = 0. Lem-
man 2.7 nojalla tiedetään, että monikulmion J ja jokaisen x-akselin
suuntaisen suoran leikkauspisteiden lukumäärä erikoiskärkiä lukuunot-
tamatta on parillinen, joten myös toisessa tapauksessa I(z) = 0. Näin
z ∈ X0 = I−1{0}. Siten R2 \ B(0¯, r) ⊂ X0 ja X1 ⊂ B(0¯, r). Siis X0
on rajoittamaton ja X1 on rajoitettu. Osoitetaan vielä, että J on sekä
joukon X0 että joukon X1 reuna:
Olkoon z ∈ J . Oletetaan aluksi, että piste z ei ole erikoiskärki. Tar-
kastellaan pisteen z kautta kulkevaa x-akselin suuntaista suoraa. Jo-
kainen pisteen z kuulaympäristö B(z, r) sisältää tämän suoran pisteitä
sekä pisteen z vasemmalta että oikealta puolelta, jolloin toiset niistä
kuuluvat joukkoon X0 ja toiset joukkoon X1. Näin z on sekä joukon X0
että joukon X1 reunapiste. Oletetaan sitten, että piste z on erikoiskär-
ki. Olkoon B(z, r) jokin pisteen z kuulaympäristö. Se sisältää monikul-
mion J pisteitä, jotka eivät ole erikoiskärkiä. Olkoon w ∈ B(z, r) ∩ J
jokin tällainen piste. Tällöin on olemassa pisteen w kuulaympäristö
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B(w, r′) ⊂ B(z, r). Pisteen w tiedetään olevan sekä joukon X0 että
joukon X1 reunapiste, joten kuula B(w, r′) ja siten myös kuula B(z, r)
kohtaa sekä joukon X0 että joukon X1. Kuula B(z, r) saattoi olla mikä
tahansa pisteen z kuulaympäristö, joten pisteen z jokainen kuulaym-
päristö kohtaa sekä joukon X0 että joukon X1. Siis z on sekä joukon
X0 että joukon X1 reunapiste. Näin J ⊂ ∂X0 ja J ⊂ ∂X1.
Olkoon sitten z ∈ ∂X0. JoukkoX0 on avoin, joten z 6∈ X0. Oletetaan,
että z ∈ X1. Tällöin on olemassa pisteen z kuulaympäristö B(z, ε) ⊂
X1, sillä myös joukko X1 on avoin. Tämä on kuitenkin ristiriita, sillä
oletuksen mukaan z ∈ ∂X0 ja näin pisteen z jokainen ympäristö kohtaa
joukon X0. Siis z 6∈ X1. Näin z 6∈ X0 ∪X1 = R2 \ J , joten z ∈ J . Siis
∂X0 ⊂ J . Vastaavasti voidaan osoittaa, että ∂X1 ⊂ J . 2
Lauseessa 2.11 osoitetaan, että joukot X0 ja X1 ovat murtoviivayh-
tenäisiä. Apuna käytetään monikulmioita J0 ⊂ X0 ja J1 ⊂ X1, joiden
etäisyys monikulmiosta J voidaan valita miten pieneksi tahansa. Näi-
den monikulmioiden olemassaolo todistetaan seuraavassa lauseessa.
Lause 2.10. Olkoon J ⊂ R2 monikulmio ja olkoot joukot X0 ja X1
kuten edellä Lauseissa 2.8 ja 2.9. Tällöin jokaista lukua ε > 0 kohti on
olemassa sellaiset monikulmiot J0 ja J1, että Jj ⊂ Xj ja d(x, J) < ε
jokaisella x ∈ Jj, kun j ∈ {0, 1}.
Todistus: Olkoon ε > 0. Olkoot L0, . . . , Ln−1 monikulmion J sivut ja
olkoot v0 . . . , vn−1 sen kärjet. Jokaisella i ∈ Zn olkoon Ki yhdiste mo-
nikulmion J sivuista lukuunottamatta sivuja Li−1, Li ja Li+1. Esimer-
kiksi K0 = ∪n−2i=2 Li. Sekä sivut Li että joukot Ki ovat tason suljettuina
ja rajoitettuina osajoukkoina kompakteja. Lisäksi Li∩Ki = ∅ jokaisella
i ∈ Zn, joten d(Li, Ki) > 0 jokaisella i ∈ Zn. Merkitään di = d(Li, Ki)
ja δi = |vi − vi+1| jokaisella i ∈ Zn. Olkoon ε0 = 14 min{di, δi : i ∈ Zn}.
Voidaan olettaa, että ε ≤ ε0. Muodostetaan monikulmio J1:
Olkoon i ∈ Zn. Tarkastellaan monikulmion J sivua Li (Kuva 3).
Olkoon sen keskipiste zi ja olkoon sen kautta kulkeva x-akselin suun-
tainen suora si. Piste zi jakaa suoran si kahdeksi puolisuoraksi, olkoot
ne s0i ja s1i . Leikkaus B(zi, ε)∩si∩J = {zi}, joten voidaan olettaa, että
s0i ∩B(zi, ε) ⊂ X0 ja s1i ∩B(zi, ε) ⊂ X1. Olkoon wi ∈ si∩B(zi, ε)∩X1.
Olkoon li pisteen wi kautta kulkeva sivun Li suuntainen suora. Vas-
taava suora voidaan siis muodostaa jokaisella i ∈ Zn. Monikulmion J
vierekkäiset sivut ovat erisuuntaisia, joten suorat li−1 ja li ovat eri-
suuntaisia jokaisella i ∈ Zn. Olkoon suorien li−1 ja li leikkauspiste
yi jokaisella i ∈ Zn. Monikulmiolla J on n kappaletta kärkiä, joten
pisteet wi voidaan valita niin läheltä sivuja Li, että yi ∈ B(vi, ε)
jokaisella i ∈ Zn. Olkoon Ai = [yi, yi+1] jokaisella i ∈ Zn. Olkoon
J1 = ∪n−1i=0 Ai. Tällöin jos x ∈ J1, niin x ∈ Ai jollain i ∈ Zn ja
d(x, Li) ≤ max{d(yi, Li), d(yi+1, Li)} < ε. Siis d(x, J) < ε kaikilla
x ∈ J1.
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Osoitetaan seuraavaksi, että Ai ⊂ X1 jokaisella i ∈ Zn: Olkoon
i ∈ Zn. Piste wi jakaa suoran li kahdeksi puolisuoraksi l1i ja l2i . Jouk-
ko X1 on rajoitettu, joten kumpikin näistä puolisuorista kohtaa joukon
X0 ⊂ {X1 ja siten myös reunan ∂X1 = J . Leikkausjoukot l1i ∩ J ja
l2i ∩ J ovat suljettuja ja rajoitettuja, joten ne ovat tason R2 osajouk-
koina kompakteja. Olkoot x1 ∈ l1i ∩ J ja x2 ∈ l2i ∩ J pisteet, joka on lä-
hinnä pistettä wi. Tällöin ]x1, x2[⊂ X1. Tarkastellaan seuraavaksi kaksi
tapausta: toisessa monikulmion J kärki vi on terävä, toisessa tylppä.
Oletetaan aluksi, että kärki vi on terävä (Kuva 4). Tällöin suora li
leikkaa sivun Li−1. Tämä leikkauspiste on joko piste x1 tai x2, joten
voidaan olettaa, että se on x1. Suorien li ja li−1 leikkauspiste yi on
tällöin pisteen x1 jommallakummalla puolella; joko yi ∈]x1, wi[ tai x1 ∈
]yi, wi[. Osoitetaan, että välttämättä yi ∈]x1, wi[: Tarkastellaan suoraa
li−1 ja sen peilikuvaa sivun Li−1 suhteen. Olkoon l˜i−1 näistä suorista se,
jolle pätee, että suorien li ja l˜i−1 leikkauspiste y˜i ∈]x1, wi[. Tällöin y˜i ∈
Kuva 4
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X1. Toinen pisteestä y˜i lähtevistä suoran l˜i−1 suuntaisista puolisuorista
leikkaa suoran si−1 ennen kuin se leikkaa monikulmion J , joten myös
tämä leikkauspiste kuuluu joukkoonX1. Näin sen täytyy olla piste wi−1.
Siis li−1 = l˜i−1 ja yi = y˜i ∈]x1, wi[.
Oletetaan sitten, että kärki vi on tylppä (Kuva 5). Tällöin suora
li ei leikkaa sivua Li−1 lainkaan mutta leikkaa kuitenkin suoran li−1
pisteessä yi 6= wi. Pisteiden wi ja yi välillä suora li sisältyy joukkoonX1,
joten yi ∈]x1, wi[. Vastaava tarkastelu voidaan tehdä myös kärjelle vi+1,
jolloin todetaan, että yi+1 ∈]wi, x2[. Siis Ai = [yi, yi+1] ⊂]x1, x2[⊂ X1.
Tämä pätee jokaisella i ∈ Zn, joten J1 ⊂ X1.
Osoitetaan vielä, että J1 todella on monikulmio: Suorat li−1 ja li
ovat erisuuntaisia jokaisella i ∈ Zn. Näin janat Ai−1 ja Ai leikkaavat
toisensa vain yhteisissä päätepisteissään yi jokaisella i ∈ Zn. Olkoon
i ∈ Zn. Oletetaan, että janat Ai ja Aj eivät ole vierekkäiset eli i 6=
j 6= i ± 1, mutta leikkavat toisensa pisteessä x. Tällöin d(x, Li) < ε,
ja koska Lj ⊂ Ki, niin d(x,Ki) ≤ d(x, Lj) < ε. Joukot Li ja Ki ovat
kompakteja, joten on olemassa sellaiset pisteet zL ∈ Li ja zK ∈ Ki, että
|x − zL| = d(x, Li) ja |x − zK | = d(x,Ki). Edelleen di = d(Li, Ki) ≤
|zL − zK | ≤ |zL − x| + |x − zK | = d(x, Li) + d(x,Ki) < 2ε ≤ 2ε0 =
1
2
min{di, δi : i ∈ Zn} ≤ 12di. Tämä on ristiriita. Näin Ai ∩ Aj = ∅ aina
jos i 6= j 6= i± 1. Joukko J1 = ∪ni=1Ai on siis todella monikulmio.
Monikulmio J0 muodostetaan ja sen ominaisuudet todistetaan vas-
taavalla tavalla. Kun osoitetaan, että jana Ai ⊂ X0 jokaisella i ∈ Zn,
on kuitenkin huomattava, että suora li saattaa kokonaisuudessaan sisäl-
tyä joukkoon X0 eikä kohtaa lainkaan monikulmiota J . Tällöin myös
vastaava jana Ai ⊂ X0. Jos taas li ∩ J 6= ∅, niin menetellään kuten
monikulmion J1 tapauksessa. 2
Seuraavassa lauseessa kootaan tämän luvun tulokset yhteen ja todis-
tetaan erityistapaus Jordanin käyrälauseesta.
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Lause 2.11 (Jordanin käyrälause tason monikulmioille). Jos J ⊂ R2
on monikulmio, niin avaruudella R2 \ J on kaksi komponenttia, joiden
yhteinen reuna on J . Toinen komponenteista on rajoitettu ja toinen on
rajoittamaton.
Todistus: Olkoon J ⊂ R2 monikulmio. Lauseen 2.8 perusteella tiede-
tään, että R2 \ J = X0 ∪ X1, missä joukot X0 ja X1 ovat avoimia,
erillisiä ja epätyhjiä. Lauseen 2.9 perusteella joukko X0 on rajoittama-
ton, joukko X1 on rajoitettu ja monikulmio J on niiden molempien
reuna.
Olkoon j ∈ {0, 1}. Osoitetaan, että joukko Xj on murtoviivayhte-
näinen: Olkoot x, y ∈ Xj. Joukot J ja {x, y} ovat tason R2 suljettuina
ja rajoitettuina joukkoina kompakteja, joten d(J, {x, y}) > 0. Olkoon
ε = 1
2
d(J, {x, y}). Lauseen 2.10 perusteella on olemassa sellainen mo-
nikulmio Jj, että Jj ⊂ Xj ja d(x, J) < ε jokaisella x ∈ Jj. (Kuva 6).
Joukko J on kompakti, joten on olemassa sellaiset pisteet z ja w ∈ J ,
Kuva 6
että d(x, J) = |x− z| ja d(y, J) = |y − w|. Janat [x, z] ja [y, w] sisälty-
vät toisia päätepisteitään lukuunottamatta joukkoon Xj ja kohtaavat
monikulmion Jj. Olkoon z′ ∈]x, z[∩Jj se piste, joka on lähinnä pis-
tettä x, ja olkoon w′ ∈]y, w[∩Jj se piste, joka on lähinnä pistettä y.
Tällöin [x, z′], [y, w′] ⊂ Xj. Olkoon M ⊂ Jj pisteet z′ ja w′ yhdistävä
murtoviiva. Pisteet x ja y yhdistävä joukon Xj murtoviiva on tällöin
[x, z′]∪M ∪ [w′, y]. Pisteet x ja y saattoivat olla mitkä tahansa joukon
Xj pisteet, joten joukko Xj on murtoviivayhtenäinen ja siten yhtenäi-
nen. Indeksi j saattoi olla 0 tai 1, joten molemmat joukot X0 ja X1
ovat yhtenäisiä. Avaruudella R2 \ J on näin kaksi komponenttia, X0 ja
X1, joista X0 on rajoittamaton ja X1 rajoitettu, ja monikulmio J on
niiden molempien reuna. 2
12
3. Jordanin kaarilause
Tässä luvussa, joka pohjautuu kirjaan [3], todistetaan Jordanin kaa-
rilause. Sen mukaan joukko R2 \A on yhtenäinen, jos A ⊂ R2 on kaari.
Aluksi jatketaan kuitenkin tason monikulmioiden tarkastelua. Tässä
luvussa J ⊂ R2 on tason monikulmio ja joukot X0 ja X1 ovat avaruu-
den R2 \J komponentit, joista X1 on rajoitettu. Seuraavassa lemmassa
ja sitä seuraavassa lauseessa tarkastellaan murtoviivaa M ⊂ X¯1. Tämä
murtoviiva voi leikata itseään eli sisältää yhden tai useamman monikul-
mion (Kuva 7). Murtoviiva koostuu kuitenkin äärellisen monesta janas-
Kuva 7
ta, joten näitä monikulmioita on äärellinen määrä. Näin voidaan aina
muodostaa alkuperäisen murtoviivan päätepisteet yhdistävä murtovii-
va M ′ ⊂ M , joka on kaari eli homeomorﬁnen välin I = [0, 1] kanssa.
Voidaan siis jatkossa olettaa, että murtoviiva M on kaari.
Lemma 3.1. Olkoon J ⊂ R2 monikulmio. Olkoon M ⊂ R2 sellainen
murtoviiva, että M ⊂ X¯1 ja M ∩J = {m0,m1}, missä pisteet m0 ja m1
ovat murtoviivan M päätepisteet (m0 6= m1). Tällöin joukolla X1 \M
on ainakin kaksi komponenttia.
Todistus: Olkoon J ⊂ R2 monikulmio. Joukolla J \ {m0,m1} on kaksi
komponenttia. Olkoot ne MY ja MZ . Siis J \ {m0,m1} = MY ∪MZ ,
missä joukot MY ja MZ ovat erillisiä, epätyhjiä ja avoimia joukossa J .
Edellä todetun nojalla voidaan olettaa, että murtoviiva M on kaari,
jolloin yhdisteet M ∪ MY ja M ∪ MZ ovat monikulmioita. Joukoilla
R2 \ (M ∪MY ) ja R2 \ (M ∪MZ) on siis Lauseen 2.11 nojalla kummal-
lakin kaksi komponenttia. Olkoon joukon R2 \ (M ∪MY ) rajoittama-
ton komponentti Y0 ja rajoitettu komponentti Y1, ja vastaavasti joukon
R2\(M∪MZ) rajoittamaton komponentti Z0 ja rajoitettu komponentti
Z1 (Kuva 8).
Tarkastellaan joukkoja X0, X1, Y0 ja Y1. Olkoon x ∈ X0. Tällöin
x 6∈ J ∪M , joten x ∈ R2 \ (M ∪MY ). Näin siis X0 ⊂ R2 \ (M ∪MY ).
Joukko X0 on yhtenäinen ja rajaton, joten sen täytyy sisältyä joukon
R2 \ (M ∪MY ) rajattomaan komponenttiin Y0. Tästä seuraa, että Y1∩
X0 = ∅. Oletetaan, että Y1∩J 6= ∅. Tällöin on olemassa piste y ∈ Y1∩J
ja sellainen luku ε > 0, että B(y, ε) ⊂ Y1. Toisaalta monikulmio J on
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joukon X0 reuna, joten B(y, ε) ∩ X0 6= ∅. Näin Y1 ∩ X0 6= ∅, mikä on
ristiriita. Siis myös Y1 ∩ J = ∅ ja näin Y1 ⊂ X1. Vastaavalla tavalla
voidaan osoittaa, että X0 ⊂ Z0 ja Z1 ⊂ X1.
Osoitetaan, että Y1 ∩Z1 = ∅: Olkoon x ∈ Z1. Tällöin edellä todetun
nojalla x ∈ X1 ja lisäksi x 6∈M , joten x 6∈ J ∪M . Näin x ∈ R2 \ (M ∪
MY ). Siis Z1 ⊂ R2 \ (M ∪MY ). Yhtenäisenä joukkona Z1 sisältyy siis
komponenttiin Y0 tai Y1. Oletetaan, että Z1 ⊂ Y1. Tällöin Z¯1 ⊂ Y¯1.
Olkoon x ∈ MZ ⊂ Z¯1. Tällöin x 6∈ M ∪MY , joten x ∈ Y1 tai x ∈ Y0.
Toisaalta x 6∈ X1 ja Y1 ⊂ X1, joten x ∈ Y0. Tämä on ristiriita, sillä
oletuksen mukaan x ∈ Z¯1 ⊂ Y¯1. Siis välttämättä Z1 ⊂ Y0 ja Y1∩Z1 = ∅.
Osoitetaan, että X1 \M ⊂ Y1 ∪ (Y0 ∩X1). Olkoon x ∈ X1 \M . Jos
x ∈ Y1, niin asia on selvä. Oletetaan, että x 6∈ Y1. Koska x ∈ X1 \M ,
niin x 6∈ J ∪ M . Välttämättä tällöin x ∈ Y0. Siis x ∈ Y0 ∩ X1 eli
x ∈ Y1 ∪ (Y0 ∩X1). Toisaalta Y1 ⊂ X1 \M ja Y0 ∩X1 ⊂ X1 \M , joten
X1 \M = Y1∪ (Y0 ∩X1). Joukko Y1 on avoin ja epätyhjä. Myös joukko
Y0∩X1 on avoin kahden avoimen joukon leikkauksena ja epätyhjä, sillä
Z1 ⊂ Y0 ∩ X1. Leikkaus Y1 ∩ Y0 = ∅, joten myös Y1 ∩ (Y0 ∩ X0) =
∅. Siis joukko X1 \ M on lausuttavissa kahden avoimen, erillisen ja
epätyhjän joukon yhdisteenä, joten se on epäyhtenäinen. Joukko Y1 on
yhtenäinen, joten yhtälön X1 \M = Y1 ∪ (Y0 ∩X1) nojalla se on eräs
joukon X1 \M komponentti. Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa, että
X1 \M = Z1 ∪ (Z0 ∩X1), missä joukot Z1 ja Z0 ∩X1 ovat epätyhjiä,
erillisiä ja avoimia. Joukko Z1 on yhtenäinen, joten sen täytyy olla eräs
joukon X1 \M komponentti. Lisäksi tiedetään, että Y1 ∩Z1 = ∅, joten
joukon X1 \M eri komponentteja ovat ainakin Z1 ja Y1. 2
Seuraavassa lauseessa osoitetaan, että edellisen lemman tilanteessa
joukolla X1 \M on täsmälleen kaksi komponenttia:
Lause 3.2. Olkoon J ⊂ R2 monikulmio. Olkoon M ⊂ R2 sellainen
murtoviiva, että M ⊂ X¯1 ja M ∩ J = {m0,m1}, missä pisteet m0
ja m1 ovat murtoviivan M päätepisteet (m0 6= m1). Tällöin joukolla
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X1\M on täsmälleen kaksi komponenttia. Oletetaan lisäksi, että pisteet
y, z ∈ J kuuluvat joukon J \ {m0,m1} eri komponentteihin. Tällöin
joukon X1 \M kummankaan komponentin reuna ei sisällä sekä pistettä
y että pistettä z.
Todistus: Olkoon J ⊂ R2 monikulmio. Olkoot joukon J \ {m0,m1}
komponentit MY ja MZ . Siis J \ {m0,m1} = MY ∪MZ , missä joukot
MY ja MZ ovat erillisiä, epätyhjiä ja avoimia joukossa J . Voidaan edel-
leen olettaa, että murtoviiva M on kaari, jolloin yhdisteet M ∪MY ja
M ∪MZ ovat monikulmioita. Lemman 3.1 mukaan joukolla X1 \M on
ainakin kaksi komponenttia, joista toinen on joukon R2 \ (M ∪MY ) ra-
joitettu komponentti Y1 ja toinen on joukon R2 \ (M ∪MZ) rajoitettu
komponentti Z1.
Osoitetaan seuraavaksi, että joukolla X1 \ M ei ole muita kompo-
nentteja. Tehdään vastaoletus, että sillä on kolmas komponentti U .
Komponentti U ⊂ X1, joten U¯ ⊂ X¯1. Olkoon x ∈ X1 \M . Osoitetaan,
että x 6∈ ∂U . Tehdään vastaoletus, että x ∈ ∂U . Tällöin sen jokainen
ympäristö kohtaa sekä komponentin U että sen komplementin. Olkoon
C(x) se joukon X1 \M komponentti, joka sisältää pisteen x. Joukko
X1 \M on avoin joukko avaruudessa R2, joten sen komponentit ovat
avoimia. Pisteellä x on siis ympäristö B(x, ε) ⊂ C(x). Tämä on ristirii-
ta. Vastaoletus on siis väärä, ja x 6∈ ∂U . Siis ∂U ⊂M ∪ ∂X1 =M ∪ J .
Olkoon x ∈ M ∪ J . Osoitetaan, että tällöin on olemassa pisteen
x ympäristö B(x, ε), joka ei kohtaa komponenttia U . Tarkastellaan
kolme tapausta: (1) x ∈ {m0,m1}, (2) x ∈ MY tai x ∈ MZ ja (3)
x ∈ M \ {m0,m1}. Oletetaan aluksi, että x ∈ {m0,m1}. Joukko M
on välin [0, 1] kanssa homeomorﬁnen murtoviiva ja joukko J on mo-
nikulmio, joten on olemassa sellainen pisteen x ympäristö B(x, ε), et-
tä joukko B(x, ε) ∩ X1 koostuu kahdesta ympyräsektorista (Kuva 9).
Nämä sektorit ovat yhtenäisiä, joten kumpikin niistä sisältyy johonkin
joukon X1 \M komponenttiin. Piste x ∈M on komponenttien Y1 ja Z1
reunapiste, joten toinen sektoreista sisältyy komponenttiin Y1 ja toinen
komponenttiin Z1. Näin B(x, ε) ∩ U = ∅.
Kuva 9
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Oletetaan, että x ∈MY . Joukko J on monikulmio ja pisteen x 6∈M
etäisyys kompaktista joukostaM on positiivinen, joten on olemassa sel-
lainen pisteen x ympäristö B(x, ε), että joukko B(x, ε)∩X1 on ympy-
räsektori (Kuva 9). Se on yhtenäinen, joten se sisältyy johonkin joukon
X1 \M komponenttiin. Piste x ∈ MY on komponentin Y1 reunapiste,
joten sektorin täytyy sisältyä komponenttiin Y1. Näin B(x, ε)∩U = ∅.
Tapaus x ∈MZ voidaan käsitellä vastaavasti.
Oletetaan, että x ∈M \{m0,m1}. Joukko X1 on avoin ja murtoviiva
M on homeomorﬁnen välin [0, 1] kanssa, joten on olemassa sellainen
pisteen x ympäristö B(x, ε), että joukko B(x, ε) ∩ X1 koostuu kah-
desta ympyräsektorista (Kuva 9). Nämä sektorit ovat yhtenäisiä, joten
kumpikin niistä sisältyy johonkin joukon X1 \M komponenttiin. Piste
x ∈M \ {m0,m1} on komponenttien Y1 ja Z1 reunapiste, joten toinen
sektoreista sisältyy komponenttiin Y1 ja toinen komponenttiin Z1. Näin
B(x, ε) ∩ U = ∅.
Olkoon x ∈ ∂U . Tällöin pisteen x jokainen ympäristö kohtaa joukon
U . Toisaalta edellä on osoitettu, että ∂U ⊂ M ∪ J ja että jokaisella
joukon M ∪ J pisteellä on ympäristö, joka ei kohtaa komponenttia U .
Tämä on ristiriita. Siis vastaoletus on väärä. Näin joukolla X1 \M on
täsmälleen kaksi komponenttia, Y1 ja Z1.
Olkoot y, z ∈ J \ {m0,m1} sellaiset pisteet, että ne kuuluvat joukon
J \ {m0,m1} eri komponentteihin. Voidaan olettaa, että y ∈ MY ja
z ∈ MZ . Komponentin Y1 reuna ∂Y1 = M ∪MY ja komponentin Z1
reuna ∂Z1 =M ∪MZ . Näin joukon X1 \M kummankaan komponentin
reuna ei sisällä sekä pistettä y että pistettä z. 2
Siirrytään tarkastelemaan murtoviivan sijaan kaarta A ⊂ R2 ja osoi-
tetaan, että myös joukollaX1\A on ainakin kaksi komponenttia. Tähän
lauseeseen nojaudutaan jatkossa useasti.
Lause 3.3. Olkoon J ⊂ R2 monikulmio. Olkoon A ⊂ R2 sellainen
kaari, että A ⊂ X¯1 ja A ∩ J = {a0, a1}, missä pisteet a0 ja a1 ovat
kaaren A päätepisteet (a0 6= a1). Oletetaan, että pisteet x0, x1 ∈ J
kuuluvat joukon J \{a0, a1} eri komponentteihin. Tällöin joukon X1\A
minkään komponentin reuna ei sisällä sekä pistettä x0 että pistettä x1.
Joukolla X1 \ A on siis ainakin kaksi komponenttia
Todistus: Olkoot x0, x1 ∈ J sellaiset pisteet, että ne kuuluvat joukon
J \ {a0, a1} eri komponentteihin. Tehdään vastaoletus, että pisteet x0,
x1 kuuluvat joukon X1 \A saman komponentin reunaan. Olkoon tämä
komponentti U . Joukko X1 \ A on avoin avaruudessa R2, joten sen
komponentit ovat avoimia, erityisesti komponentti U on avoin.
Joukko J on monikulmio, joten on olemassa sellainen luku δ1 > 0,
että leikkaukset B(x0, δ1)∩J ja B(x1, δ1)∩J muodostuvat joko yhdes-
tä janasta tai kahdesta janasta, joiden yhteinen päätepiste on kuulan
keskipiste. Toisaalta kaari A on suljettu ja x0, x1 6∈ A, joten etäisyys
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d(xi, A) > 0, i ∈ {0, 1}. Olkoon δ2 = 12 min{d(x0, A), d(x1, A)}. Olkoon
δ = min{δ1, δ2}. Tällöin leikkausjoukot B(x0, δ) ∩X1 ja B(x1, δ) ∩X1
muodostuvat kumpikin yhdestä ympyräsektorista. Koska pisteet x0, x1
kuuluvat komponentin U reunaan, kyseiset ympyräsektorit kohtaavat
komponentin U . Yhtenäisinä joukkoina niiden täytyy näin sisältyä kom-
ponenttiin U . Valitaan pisteet y0 ∈ B(x0, δ)∩X1 ja y1 ∈ B(x1, δ)∩X1.
Tällöin y0, y1 ∈ U .
Komponentti U on avoimena ja yhtenäisenä avaruuden R2 osajouk-
kona murtoviivayhtenäinen, mikä on osoitettu kirjassa [6], Lause 14.30.
Näin on olemassa pisteet y0 ja y1 yhdistävä murtoviiva M0 ⊂ U (Ku-
va 10). Jana [xi, yi] sisältyy pistettä xi ∈ J lukuunottamatta joukkoon
B(xi, δ)∩X1 ⊂ U , i ∈ {0, 1}. Olkoon M = [x0, y0]∪M0 ∪ [y1, x1]. Täl-
löin joukko M ⊂ U¯ on pisteet x0 ja x1 yhdistävä murtoviiva, joka sisäl-
tyy päätepisteitään lukuunottamatta joukkoon U ja M ∩J = {x0, x1}.
Leikkaus M ∩ A = ∅, sillä M \ {x0, x1} ⊂ U ⊂ X1 \ A. Yhtenäinen
joukko A \ {a0, a1} sisältyy näin joukkoon X1 \ M , joten se sisältyy
joukon X1 \M johonkin komponenttiin. Pisteet a0 ja a1 kuuluvat siis
tämän komponentin reunaan.
Toisaalta Lauseen 3.2 nojalla tiedetään, että joukolla X1\M on kaksi
komponenttia. Murtoviivan M päätepisteet x0 ja x1 valittiin niin, että
joukon X1 \M kummankaan komponentin reuna ei sisällä sekä pistettä
a0 että pistettä a1. Tämä on ristiriita, joten vastaoletus on väärä. Siis
pisteet x0 ja x1 kuuluvat joukon X1 \ A eri komponenttien reunoihin,
ja joukolla X1 \ A on näin ainakin kaksi komponenttia. 2
Seuraavassa lemmassa osoitetaan, että kaksi monikulmion pistettä
voidaan aina yhdistää toisiinsa murtoviivalla, joka päätepisteitään lu-
kuunottamatta sisältyy monikulmion sisäpuolelle.
Lemma 3.4. Olkoon J ⊂ R2 monikulmio. Olkoot x0, x1 ∈ J , x0 6= x1.
Tällöin on olemassa sellainen pisteet x0 ja x1 yhdistävä murtoviiva
M ⊂ X¯1, että M ∩ J = {x0, x1}.
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Todistus: Joukko J on monikulmio, joten on olemassa sellainen luku
ε > 0, että leikkaukset B(x0, ε) ∩X1 ja B(x1, ε) ∩X1 ovat ympyräsek-
toreita. Valitaan piste yi ∈ B(xi, δ)∩X1, i ∈ {0, 1}. Tällöin jana [xi, yi]
sisältyy vastaavaan ympyräsektoriin. Lauseen 2.3 nojalla komponentti
X1 on murtoviivayhtenäinen, joten on olemassa pisteet y0 ja y1 yhdistä-
vä murtoviiva M0 ⊂ X1. Olkoon M = [x0, y0]∪M0∪ [y1, x1]. Joukko M
on pisteet x0 ja x1 yhdistävä murtoviiva, joka sisältyy päätepisteitään
lukuunottamatta joukkoon X1. 2
Seuraavaa lemmaa käytetään Lauseen 3.6 todistuksessa.
Lemma 3.5. Olkoon J ⊂ R2 monikulmio. Olkoot M1, . . . ,Mn ⊂ X¯1
erillisiä murtoviivoja, jotka sisältyvät päätepisteitään lukuunottamat-
ta joukkoon X1. Olkoon k ∈ {1, . . . , n}. Olkoot zk ja z′k murtoviivan
Mk päätepisteet. Olkoon Nk ⊂ J pisteet zk ja z′k yhdistävä murtoviiva.
Oletetaan, että murtoviiva Nk sisältää jonkin murtoviivan Mj toisen
päätepisteen. Tällöin se sisältää kyseisen murtoviivan molemmat pää-
tepisteet.
Todistus: Oletetaan, että murtoviiva Nk ⊂ J sisältää jonkin murtovii-
van Mj toisen päätepisteen, j 6= k. Tehdään vastaoletus, että murtovii-
van Mj toinen päätepiste ei sisälly murtoviivaan Nk (Kuva 11). Olkoot
Kuva 11
murtoviivan Mj päätepisteet zj ja z′j. Murtoviivat Mk ja Mj ovat erilli-
siä, joten voidaan olettaa, että zj ∈ J \Nk ja z′j ∈ Nk\{zk, z′k}. Lauseen
3.2 nojalla tiedetään, että joukolla X1 \Mk on täsmälleen kaksi kom-
ponenttia eikä kummankaan komponentin reuna sisällä sekä pistettä zj
että pistettä z′j.
Toisaalta yhtenäinen joukko Mj \ {zj, z′j} ⊂ X1 ei oletuksen mukaan
kohtaa murtoviivaa Mk. Näin se sisältyy joukon X1 \Mk toiseen kom-
ponenttiin. Pisteet zj ja z′j ∈ J kuuluvat siis tämän komponentin reu-
naan. Tämä on ristiriita, joten vastaoletus on väärä. Siis murtoviivan
Mj molemmat päätepisteet sisältyvät joko joukkoon Nk tai joukkoon
J \Nk. 2
Seuraavassa lauseessa tarkastellaan tietynlaista kuusikulmiota sekä
kahta erillistä kaarta, jotka leikkaavat kuusikulmiota ainoastaan toi-
sissa päätepisteissään (Kuva 12). Vastaavaa kuusikulmiota käytetään
Jordanin kaarilauseen todistuksessa. Nyt osoitetaan, että on olemas-
sa murtoviiva, joka sisältyy päätepisteitään lukuunottamatta tämän
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kuusikulmion sisäpuolelle eikä kohtaa kumpaakaan tarkasteltavaa kaar-
ta.
Lause 3.6. Olkoon J ⊂ R2 kuusikulmio, jonka sivut ovat L0, . . . , L5.
Olkoot vi ja vi+1 janan Li päätepisteet jokaisella i ∈ Z6. Oletetaan, et-
tä sivut L0 ja L2 ovat y-akselin suuntaisia ja sivut L1 ja L4 x-akselin
suuntaisia (Kuva 12). Olkoon X1 avaruuden R2 \ J rajoitettu kompo-
nentti. Olkoot A0, A1 ⊂ X¯1 sellaiset erilliset kaaret, että Ai∩J = {ai},
missä piste ai on kaaren Ai päätepiste (i ∈ {0, 1}). Oletetaan lisäksi,
että a0 = v0 ja a1 = v3. Olkoot x0 ∈ L4 \ {v4, v5} ja x1 ∈ L1 \ {v1, v2}.
Tällöin on olemassa sellainen pisteet x0 ja x1 yhdistävä murtoviiva M ,
että M ⊂ X¯1, M ∩ (A0 ∪ A1) = ∅ ja M ∩ J = {x0, x1}.
Todistus: Kaaret A0 ja A1 ovat kompakteja ja erillisiä, joten etäisyys
d(A0, A1) > 0. Olkoot E0 = ∪4i=1Li ja E1 = L0 ∪ L1 ∪ L4 ∪ L5. Ol-
koon i ∈ {0, 1}. Joukot Ai ja Ei ovat myös kompakteja ja erillisiä, jo-
ten d(Ai, Ei) > 0. Olkoon ε = 13 min{d(A0, A1), d(A0, E0), d(A1, E1)}.
Tällöin joukot B(A0, ε) ja B(A1, ε) ovat kaarien A0 ja A1 erilliset ym-
päristöt ja B(Ai, ε) ∩ Ei = ∅, i ∈ {0, 1}.
Jaetaan taso R2 kuvan 13 mukaisesti suljetuiksi suorakulmioiksi qk,
joiden läpimitta on alle ε. Olkoon i ∈ {0, 1}. Olkoon Fi = ∪{qk : qk ∩
Ai 6= ∅}. Kaari Ai on rajoitettu, joten joukkoon Fi sisältyy äärellisen
monta suljettua suorakulmiota qk. Joukko Fi on siis suljettu. Jokaisen
joukon qk ⊂ Fi läpimitta on alle ε, joten Fi ⊂ B(Ai, ε). Näin Fi∩Ei = ∅
ja F0 ∩ F1 = ∅.
Joukon Fi reuna koostuu äärellisestä määrästä erillisiä monikulmioi-
ta, mahdollisesti vain yhdestä monikulmiosta. Jokainen suorakulmio qk
on polkuyhtenäinen ja kaari Ai yhdistää mitkä tahansa suorakulmiot
qk ⊂ Fi, joten joukko Fi on polkuyhtenäinen ja siten yhtenäinen. Näin
joukon R2 \ Fi rajoittamattoman komponentin Ui reuna ∂Ui ⊂ ∂Fi on
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monikulmio. Joukko Fi on suljettu, joten ∂Ui ⊂ Fi. Toisaalta suora-
kulmiot qk ja joukko Fi on muodostettu niin, että Ai ⊂ intFi. Näin
∂Ui ∩ Ai = ∅.
Kuusikulmio J kohtaa joukon Ui pisteissä x0 ∈ L4 ja x1 ∈ L1 sekä
joukon Fi pisteessä ai. Näin sen täytyy kohdata reuna ∂Ui sekä pistei-
den x0 ja ai välillä että pisteiden x1 ja ai välillä. Näin monikulmio ∂Ui
leikkaa monikulmion J ainakin kahdessa pisteessä. Toisaalta pisteet
x0 ∈ L4 ja ai voidaan yhdistää toisiinsa janalla L, joka päätepisteitään
lukuunottamatta sisältyy joukkoon X1. Myös jana L on yhtenäinen, jo-
ten se kohtaa myös reunan ∂Ui jossain pisteessä x ∈ L\{x0, ai}. Tällöin
piste x ∈ X1, joten ∂Ui ∩X1 6= ∅. Leikkaus ∂Ui ∩ X¯1 sisältää siis aina-
kin yhden murtoviivan, joka päätepisteitään lukuunottamatta sisältyy
joukkoon X1. Joukko ∂Ui on monikulmio, joten kyseisiä murtoviivoja
on äärellinen määrä eivätkä ne kohtaa toisiaan joukossa X1.
Tarkastellaan seuraavassa leikkausta ∂U0 ∩ X¯1. Olkoot M1, . . . ,Mn
leikkaukseen ∂U0 ∩ X¯1 sisältyvät murtoviivat, jotka päätepisteitään lu-
kuunottamatta sisältyvät joukkoon X1. Olkoot zj ja z′j murtoviivan Mj
päätepisteet jokaisella j ∈ {1, . . . , n}. Osoitetaan seuraavaksi, että jon-
kin murtoviivan Mj päätepisteistä toinen kuuluu joukkoon L5\{v5, a0}
ja toinen joukkoon L0 \ {a0, v1}:
Tehdään vastaoletus, että näin ei ole. Tällöin joko (1) minkään mur-
toviivan Mj toinen päätepiste ei kuulu joukkoon L5\{v5, a0} eikä jouk-
koon L0 \ {a0, v1} tai (2) jokaisen murtoviivan Mj molemmat pääte-
pisteet kuuluvat joko joukkoon L5 \ {v5, a0} tai joukkoon L0 \ {a0, v1}.
Joka tapauksessa jokainen murtoviiva Mj ⊂ ∂U0 ⊂ ∂F0 ⊂ F0. Luku ε
valittiin niin, että leikkaus F0 ∩ E0 = ∅. Näin yksikään murtoviiva Mj
ei voi kohdata kuusikulmion J sivuja L1, . . . , L4. Toisaalta A0 ⊂ intF0,
joten a0 6= Mj. Siis murtoviivojen Mj päätepisteiden täytyy kuulua
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joukkoon (L0 ∪ L5) \ {v1, v5, a0}. Tämä on ristiriidassa tapauksen (1)
kanssa.
Tarkastellaan tapausta (2), jossa jokaisen murtoviivan Mj molem-
mat päätepisteet kuuluvat joko joukkoon L5 \ {v5, a0} tai joukkoon
L0 \ {a0, v1} (Kuva 14). Merkitään M∗ = ∪nj=1Mj. Lemman 3.5 nojal-
la voidaan muodostaa uusi monikulmio J ′ ⊂ X¯1 seuraavasti: Olkoon
z1 ∈ M∗ ∩ J pisteestä v5 lukien ensimmäinen piste, joka on jonkin
murtoviivan Mj päätepiste. Voidaan olettaa, että pisteestä z1 alkava
murtoviiva on M1, sillä murtoviivat voidaan tarvittaessa nimetä uudel-
leen. Jos pisteestä z1 alkaa useampi kuin yksi murtoviiva Mj, valitaan
murtoviivaksi M1 se murtoviiva, jonka toisen päätepisteen z′1 etäisyys
pisteestä z1 on suurin. Korvataan jana [z1, z′1] ⊂ J murtoviivalla M1.
Olkoon z2 ∈M∗∩J pisteestä z′1 lukien ensimmäinen piste, joka on jon-
kin murtoviivan Mj päätepiste, i ∈ {2, . . . , n}. Mahdollisesti z2 = z′1,
jos kahdella eri murtoviivalla on yhteinen päätepiste. Voidaan olettaa
kuten edellä, että pisteestä z2 alkava murtoviiva on M2. Samoin jos
pisteestä z2 alkaa useampi kuin yksi murtoviiva Mj, valitaan murtovii-
vaksi M2 se murtoviiva, jonka toisen päätepisteen z′2 etäisyys pisteestä
z2 on suurin. Korvataan jana [z2, z′2] ⊂ J murtoviivalla M2. Jatketaan
näin kunnes saavutetaan sellainen piste z′j ∈M∗ ∩ J , että monikulmio
J ei pisteiden z′j ja v1 välillä kohtaa joukkoa M∗ eli yhtään murtoviivaa
Mj.
Piste a0 ∈ J ei oletuksen mukaan sisälly mihinkään janaan [zj, z′j],
joten a0 ∈ J ′. Samoin x0 ∈ J ′. Lemman 3.4 nojalla on tällöin olemassa
pisteet a0 ja x0 yhdistävä murtoviiva K, joka päätepisteitään lukuunot-
tamatta sisältyy joukon R2 \ J ′ rajoitettuun komponenttiin X ′1. Näin
K ∩ ∂U0 = ∅. Toisaalta murtoviiva K kohtaa pisteessä a0 joukon F0 ja
pisteessä x0 joukon U0, joten yhtenäisenä joukkona se kohtaa reunan
∂U0. Tämä on ristiriita, joten vastaoletus on väärä. On siis olemassa
sellainen murtoviiva Mj ⊂ ∂U0, että toinen sen päätepisteistä kuuluu
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joukkoon L5 \ {v5, a0} ja toinen joukkoon L0 \ {a0, v1}. Olkoon tämä
murtoviiva N0.
Vastaavasti voidaan tarkastella leikkaukseen ∂U1∩X¯1 sisältyviä mur-
toviivoja, jotka päätepisteitään lukuunottamatta sisältyvät joukkoon
X1, ja osoittaa, että jonkin tällaisen murtoviivan toinen päätepiste kuu-
luu joukkoon L2\{v2, a1} ja toinen joukkoon L3\{a1, v4}. Olkoon tämä
murtoviiva N1. Olkoot yi ja y′i murtoviivan Ni päätepisteet, i ∈ {0, 1}.
Olkoon Ki ⊂ J se pisteet yi ja y′i yhdistävä murtoviiva, joka sisältää
pisteen ai. Olkoon J∗ = (J \ (K0 ∪K1)) ∪ N0 ∪ N1 (Kuva 15). Täl-
löin J∗ ⊂ X¯1 on monikulmio ja x0, x1 ∈ J∗. Olkoon joukon R2 \ J∗
rajoitettu komponentti X∗1 ja rajoittamaton komponentti X∗0 . Piste
ai ∈ Ki \ {yi, y′i}, joten ai ∈ X∗0 , i ∈ {0, 1}. Kaaret A0 ja A1 eivät koh-
taa monikulmiota J∗, joten ne yhtenäisinä joukkoina sisältyvät näin
kokonaisuudessaan komponenttiin X∗0 . Lemman 3.4 nojalla on olemas-
sa sellainen pisteet x0 ja x1 ∈ J∗ yhdistävä murtoviiva M ⊂ X¯∗1 , että
M ∩J∗ = {x0, x1}. Tällöin M ∩(A0∪A1) = ∅, M \{x0, x1} ⊂ X∗1 ⊂ X1
ja M ∩ J = {x0, x1}. 2
Lauseen 3.6 murtoviivaa apuna käyttäen voidaan nyt todistaa Jor-
danin kaarilause. Sen todistuksessa nojaudutaan myös Lauseeseen 3.3.
Lause 3.7 (Jordanin kaarilause). Olkoon A ⊂ R2 kaari. Tällöin joukko
R2 \ A on yhtenäinen.
Todistus: Olkoon A ⊂ R2 kaari. Se on rajoitettu, joten on olemassa
sellainen kuula B( 0¯, r), että A ⊂ B( 0¯, r). Joukko R2 \B( 0¯, r) ⊂ R2 \A
on yhtenäinen ja rajoittamaton, joten se sisältyy joukon R2 \A rajoit-
tamattomaan komponenttiin. Joukon R2 \A mahdolliset muut kompo-
nentit sisältyvät kuulaan B( 0¯, r). Näin joukolla R2 \ A on täsmälleen
yksi rajoittamaton komponentti. Osoitetaan, että joukolla R2 \A ei ole
rajoitettua komponenttia. Tehdään vastaoletus, että sillä on ainakin
yksi rajoitettu komponentti. Olkoon se U . Kaari A on suljettu, joten
joukko R2\A on avoin avaruudessa R2 ja sen komponentit ovat avoimia.
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Näin reuna ∂U ⊂ A. Osoitetaan seuraavaksi, että on olemassa sellai-
nen kaari A′ ⊂ A, että ∂U ⊂ A′ ja kaaren A′ päätepisteet kuuluvat
joukkoon ∂U :
Rajoitetun komponentin reuna ∂U on suljettu ja rajoitettu, joten
se on tason osajoukkona kompakti. Kaari A on homeomorﬁnen välin
I = [0, 1] kanssa, eli on olemassa homeomorﬁsmi f : A → I. Myös
kuvajoukko f∂U ⊂ I on kompakti. On siis olemassa sellainen väli
[a, b] ⊂ I, että f∂U ⊂ [a, b] ja a, b ∈ f∂U . Joukko A′ = f−1[a, b] ⊂ A
on kaari, jonka päätepisteet ovat x0 = f−1(a) ja x1 = f−1(b). Lisäk-
si ∂U = f−1f∂U ⊂ f−1[a, b] ja f−1(a), f−1(b) ∈ ∂U . Tarkastellaan
seuraavaksi lähemmin kaarta A′.
Kaari A′ on kompakti, joten kuvaus pr1 : A′ → R saa suurimman
ja pienimmän arvonsa joukossa A′. Näin voidaan kaaren A′ ympärille
muodostaa kuusikulmio J kuten kuvassa 16 niin, että kaari ja kuusi-
Kuva 16
kulmio leikkaavat toisensa täsmälleen kahdessa pisteessä a0 ja a1. On
huomattava, että nämä pisteet eivät välttämättä ole kaaren A′ pää-
tepisteet x0 ja x1. Olkoon Ai ⊂ A′ pisteet ai ja xi yhdistävä kaari,
i ∈ {0, 1}. Jos xi = ai, olkoon Ai = {ai}. Olkoon A2 ⊂ A′ pisteet a0
ja a1 yhdistävä kaari. Kaari A′ jakaantuu näin enintään kolmeksi sulje-
tuksi kaareksi A0, A1 ja A2 kuten kuvassa 16. Olkoon X1 joukon R2 \J
rajoitettu komponentti eli kuusikulmion J sisäpuoli. Oletetaan, että
pisteet z1 ja z2 eivät ole kuusikulmion kärkipisteitä vaan kuuluvat sen
x-akselin suuntaisille sivuille niin, että pr2(z1) 6= pr2(z2). Lauseen 3.6
mukaan tällöin on olemassa sellainen pisteet z1 ja z2 yhdistävä murto-
viiva M , että M ⊂ X1 ∪ J , M ∩ (A0 ∪ A1) = ∅ ja M ∩ J = {z1, z2}.
Olkoon m1 ∈ M pisteestä z1 lähtien murtoviivan M ensimmäinen
piste, joka kuuluu myös kaareen A2. Olkoon vastaavasti m2 ∈ M vii-
meinen piste, joka kuuluu kaareen A2. Olkoon M1 ⊂M pisteiden z1 ja
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m1 välinen murtoviiva ja olkoon M2 ⊂ M pisteiden z2 ja m2 välinen
murtoviiva. Olkoon S0 ⊂ A2 kaari, joka yhdistää pisteet m1 ja m2. Jos
m1 = m2, olkoon S0 = {m1}. Olkoon S =M1 ∪ S0 ∪M2. Tällöin S on
pisteet z1 ja z2 yhdistävä kaari, joka päätepisteitään lukuunottamatta
sisältyy joukon R2 \ J rajoitettuun komponenttiin X1.
Osoitetaan seuraavaksi, että murtoviivatM1 jaM2 eivät kohtaa kom-
ponenttia U : Olkoon i ∈ {1, 2}. Tehdään vastaoletus, että Mi ∩U 6= ∅.
Tällöin on olemassa piste m ∈ U ∩ (Mi \ {mi}), sillä piste mi ∈ A. Ol-
koon M ′i ⊂Mi \{mi} pisteet m ja zi yhdistävä murtoviiva. Jos m = zi,
olkoonM ′i = {zi}. Yhdistetään piste zi johonkin joukon R2\A rajoitta-
mattoman komponentin pisteeseen janalla L, joka kohtaa kuusikulmion
ainoastaan pisteessä zi. Murtoviiva M ′i ∪L on yhtenäinen joukko, joka
kohtaa sekä komponentin U että sen komplementin. Näin sen täytyy
kohdata myös reuna ∂U ⊂ A′. Kuitenkin leikkaus Mi ∩ A′ = {mi},
joten M ′i ∩ A′ = ∅. Kaari A′ ⊂ X¯1, joten myös L ∩ A′ = ∅. Siis
(M ′i ∪ L) ∩ ∂U = ∅. Tämä on ristiriita, joten vastaoletus on väärä.
Siis M1 ∩ U = ∅ =M2 ∩ U .
Tällöin S∩U = ∅, sillä kaari S0 ⊂ A′. Osoitetaan vielä, että U ⊂ X1:
Tehdään vastaoletus, että U 6⊂ X1. Tällöin joukko U kohtaa joko kuusi-
kulmion J tai joukon R2 \ J rajoittamattoman komponentin X0. Ole-
tetaan aluksi, että on olemassa piste x ∈ U ∩ X0. Piste x voidaan
yhdistää johonkin joukon R2 \ A rajoittamattoman komponentin pis-
teeseen murtoviivalla N ⊂ X0. Tällöin murtoviiva N on yhtenäinen
joukko, joka kohtaa sekä komponentin U että sen komplementin. Näin
sen täytyy kohdata myös reuna ∂U , joka sisältyy kaareen A′ ⊂ X¯1.
Siis N ∩ X¯1 6= ∅. Tämä on ristiriita, joten U ∩X0 = ∅. Oletetaan sit-
ten, että on olemassa piste x ∈ U ∩ J . Komponentti U on avoin, joten
pisteellä x on ympäristö B(x, ε) ⊂ U . Kuusikulmio J on joukon X0
reuna, joten pisteen x jokainen ympäristö kohtaa joukon X0. Erityises-
ti B(x, ε)∩X0 6= ∅, joten U ∩X0 6= ∅. Tämä on ristiriita. Siis U ∩J = ∅
ja U ⊂ X1.
Yhtenäinen joukko U sisältyy siis joukkoon X1 \ S, joten sen täy-
tyy sisältyä joukon X1 \S johonkin komponenttiin. Olkoon tämä kom-
ponentti V . Kaaren A′ päätepisteet x0, x1 ∈ ∂U , joten ne kuuluvat
komponentin V sulkeumaan. Osoitetaan seuraavaksi, että pisteet a0 ja
a1 ∈ J kuuluvat komponentin V reunaan: Olkoon i ∈ {0, 1}. Oletetaan
aluksi, että ai 6= xi. Piste xi ∈ Ai ∩ V¯ ja Ai ∩ S = ∅, joten kaari Ai
yhtenäisenä joukkona sisältyy kokonaisuudessaan sulkeumaan V¯ . Eri-
tyisesti piste ai ∈ V¯ . Piste ai ∈ J ja komponentti V ⊂ X1 \ S, joten
ai 6∈ V . Siis ai ∈ ∂V . Oletetaan sitten, että ai = xi. Tällöin ai ∈ V¯ ,
joten ai ∈ ∂V kuten edellä. Siis pisteet a0 ∈ A0 ja a1 ∈ A1 kuuluvat
komponentin V reunaan.
Toisaalta pisteet a0 ∈ A0 ja a1 ∈ A1 kuuluvat joukon J \ {z0, z1}
eri komponentteihin, joten Lauseen 3.3 mukaan joukon X1 \S minkään
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komponentin reuna ei sisällä sekä pistettä a0 että pistettä a1. Tämä on
ristiriita. Vastaoletus on siis väärä. Joukolla R2 \ A ei ole rajoitettua
komponenttia vaan joukko R2 \ A on yhtenäinen. 2
4. Jordanin käyrälause: todistus I
Tässä luvussa todistetaan Jordanin käyrälause. Apuna käytetään
edellisessä luvussa todistettua Jordanin kaarilausetta. Myös tämän lu-
vun lähteenä on käytetty kirjaa [3].
Olkoon J ⊂ R2 Jordanin käyrä. Käyrä J on kompakti, joten kuvaus
pr1 : J → R saa suurimman ja pienimmän arvonsa joukossa J . Käy-
rän J ympärille voidaan näin muodostaa sellainen kuusikulmio J ′, että
leikkausjoukko J ∩ J ′ sisältää täsmälleen kaksi pistettä (Kuva 17). Ol-
koot nämä pisteet a1 ja a2. Ne jakavat käyrän J kahdeksi suljetuksi
kaareksi A1 ja A2. Kaaret A1 ja A2 sisältyvät päätepisteitään a1 ja a2
lukuunottamatta kuusikulmion sisäpuolelle eli avaruuden R2 \J ′ rajoi-
tettuun komponenttiin X ′. Valitaan kuusikulmion lyhyemmältä vaaka-
suoralta sivulta piste z2 ∈ J ′, joka ei ole kuusikulmion kärkipiste, ja
yhdistetään se kuusikulmion pidempään sivuun pystysuoralla janalla
L. Olkoon janan L toinen päätepiste z1. Jana L = [z1, z2] sisältyy siis
päätepisteitään lukuunottamatta joukkoon X ′.
Kuva 17
Lemma 4.1. Jana L kohtaa sekä kaaren A1 että kaaren A2.
Todistus: Olkoon i ∈ {1, 2}. Kaari Ai on homeomorﬁnen välin [0, 1]
kanssa, joten on olemassa homeomorﬁsmi αi : [0, 1]→ Ai. Voidaan olet-
taa, että αi(0) = a1 ja αi(1) = a2. Yhdistetty kuvaus pr1◦αi : [0, 1]→ R
on jatkuva. Piste z2 ∈ J ′ valittiin niin, että pr1(αi(0)) = pr1(a1) <
pr1(z2) < pr1(a2) = pr1(αi(1)). Näin on olemassa sellainen piste t ∈
]0, 1[, että pr1(αi(t)) = pr1(z2). Tämä tarkoittaa, että kaari Ai kohtaa
janan L pisteessä αi(t). 2
Joukko L ∩ J on siis epätyhjä ja kompakti, joten on olemassa piste
v1 ∈ L ∩ J , joka on lähinnä pistettä z1. Voidaan olettaa, että kaa-
ri A1 sisältää pisteen v1. Muussa tapauksessa kaaret voidaan nimetä
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uudelleen. Myös joukko L ∩ A1 on kompakti, joten on olemassa pis-
te y1 ∈ L ∩ A1, jonka etäisyys pisteestä z1 on suurin. Mahdollisesti
y1 = v1. Osoitetaan seuraavaksi, että leikkaus A2 ∩ [y1, z2] ei ole tyhjä:
Lemma 4.2. Kaari A2 kohtaa janan [y1, z2].
Todistus: Tehdään vastaoletus, että A2 ∩ [y1, z2] = ∅. Olkoon S1 ⊂ A1
pisteet v1 ja y1 yhdistävä kaari. Jos y1 = v1, olkoon S1 = {v1}. Olkoon
S = [z1, v1] ∪ S1 ∪ [y1, z2]. Leikkaus [z1, v1] ∩ J = {v1} ⊂ A1, joten
S ∩A2 = ∅. Kaari S on siis pisteet z1 ja z2 yhdistävä yhtenäinen jouk-
ko, joka sisältyy päätepisteitään lukuunottamatta joukkoon X ′ \ A2.
Näin se sisältyy päätepisteitään lukuunottamatta joukon X ′ \ A2 jo-
honkin komponenttiin, ja pisteet z1 ja z2 kuuluvat tämän komponentin
reunaan.
Toisaalta pisteet z1 ja z2 kuuluvat joukon J ′\{a1, a2} eri komponent-
teihin, joten Lauseen 3.3 mukaan joukon X ′\A2 minkään komponentin
reuna ei sisällä sekä pistettä z1 että pistettä z2. Tämä on ristiriita, joten
vastaoletus on väärä. Siis kaari A2 kohtaa janan [y1, z2]. 2
Seuraavassa lauseessa osoitetaan, että avaruus R2 \J on epäyhtenäi-
nen:
Lause 4.3. Avaruudella R2 \ J on täsmälleen yksi rajoittamaton ja
ainakin yksi rajoitettu komponentti.
Todistus: Osoitetaan aluksi, että avaruudella R2 \ J on täsmälleen
yksi rajoittamaton komponentti. Jordanin käyrä J on rajoitettu, jo-
ten on olemassa sellainen kuula B( 0¯, r), että J ⊂ B( 0¯, r). Joukko
R2 \ B( 0¯, r) ⊂ R2 \ J on yhtenäinen ja rajoittamaton, joten se si-
sältyy joukon R2 \ J rajoittamattomaan komponenttiin. Joukon R2 \ J
mahdolliset muut komponentit sisältyvät kuulaan B( 0¯, r). Näin jou-
kolla R2 \ J on täsmälleen yksi rajoittamaton komponentti. Olkoon se
X0.
Osoitetaan, että avaruudella R2 \J on myös rajoitettu komponentti:
Lemman 4.2 mukaan kaari A2 kohtaa janan [y1, z2]. Leikkaus [y1, z2]∩A2
on siis kompakti ja epätyhjä, joten on olemassa piste y2 ∈ [y1, z2]∩A2,
joka on lähinnä pistettä y1 (Kuva 17). Olkoon x ∈]y1, y2[. Osoitetaan,
että piste x kuuluu avaruuden R2 \J rajoitettuun komponenttiin. Teh-
dään vastaoletus, että piste x kuuluu avaruuden R2 \ J rajoittamatto-
maan komponenttiin X0. Lauseen 2.3 nojalla komponentti X0 on mur-
toviivayhtenäinen, joten on olemassa joukon X0 murtoviiva M0, joka
yhdistää pisteen x johonkin kuusikulmion J ′ ulkopuolella olevaan pis-
teeseen. Olkoonm ∈M0∩J ′ pisteestä x lukien ensimmäinen piste, jossa
murtoviiva M0 leikkaa kuusikulmion J ′. Olkoon M1 ⊂ M0 pisteet x ja
m yhdistävä murtoviiva, joka siis pistettä m lukuunottamatta sisältyy
joukkoon X ′. Piste m ∈ J ′ \ {a1, a2}, sillä M0 ⊂ X0 ja a1, a2 ∈ J . Jou-
kolla J ′ \ {a1, a2} on kaksi komponenttia, joista toinen sisältää pisteen
z1 ja toinen sisältää pisteen z2. Olkoon pisteen zi sisältävä komponentti
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Kuva 18
C(zi), i ∈ {1, 2}. Tällöin on kaksi mahdollisuutta: joko m ∈ C(z1) tai
m ∈ C(z2).
Tarkastellaan ensin tapausta, jossa m ∈ C(z1) (Kuva 18). Piste y1 ∈
L valittiin niin, että leikkaus [y1, z2]∩A1 = {y1}. Näin [x, z2]∩A1 = ∅.
Olkoon M = M1 ∪ [x, z2]. Tällöin M ∩ A1 = ∅. Murtoviiva M on siis
pisteetm ja z2 yhdistävä yhtenäinen joukko, joka sisältyy näitä pisteitä
lukuunottamatta joukkoon X ′ \A1. Näin pisteet m ja z2 kuuluvat jou-
kon X ′ \A1 saman komponentin reunaan. Toisaalta pisteet m ∈ C(z1)
ja z2 kuuluvat joukon J ′ \ {a1, a2} eri komponentteihin, joten Lauseen
3.3 mukaan joukon X ′ \A1 minkään komponentin reuna ei sisällä sekä
pistettä m että pistettä z2. Tämä on ristiriita.
Tarkastellaan sitten tapausta, jossa m ∈ C(z2) (Kuva 19). Piste
v1 ∈ A1 valittiin niin, että [z1, v1] ∩ J = {v1} ⊂ A1. Toisaalta [y1, x] ∩
J = {y1} ⊂ A1. Olkoon S1 ⊂ A1 pisteet v1 ja y1 yhdistävä kaari. Jos
y1 = v1, olkoon S1 = {v1}. Olkoon S = [z1, v1]∪S1∪[y1, x]∪M1. Tällöin
S∩A2 = ∅. Kaari S on siis pisteetm ja z1 yhdistävä yhtenäinen joukko,
joka sisältyy näitä pisteitä lukuunottamatta joukkoon X ′ \ A2. Näin
pisteet m ja z1 kuuluvat joukon X ′ \A2 saman komponentin reunaan.
Toisaalta pisteet m ∈ C(z2) ja z1 kuuluvat joukon J ′ \ {a1, a2} eri
Kuva 19
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komponentteihin, joten Lauseen 3.3 mukaan joukon X ′ \ A2 minkään
komponentin reuna ei sisällä sekä pistettä m että pistettä z1. Tämä on
ristiriita.
Molemmissa tapauksissa päädytään ristiriitaan, joten vastaoletus on
väärä. Piste x kuuluu siis avaruuden R2\J rajoitettuun komponenttiin.
Avaruudella R2 \ J on siis ainakin yksi rajoitettu komponentti. 2
Jordanin kaarilauseen avulla voidaan osoittaa, että avaruuden R2 \J
jokaisen komponentin reuna on Jordanin käyrä J :
Lause 4.4. Olkoon X avaruuden R2\J komponentti. Tällöin ∂X = J .
Todistus: Olkoon x ∈ R2 \ J . Osoitetaan, että x 6∈ ∂X. Tehdään vas-
taoletus, että x ∈ ∂X. Tällöin pisteen x jokainen ympäristö kohtaa se-
kä komponentin X että sen komplementin. Olkoon C(x) se avaruuden
R2 \ J komponentti, joka sisältää pisteen x. Lauseen 2.3 nojalla kom-
ponentti C(x) on avoin. Pisteellä x on siis ympäristö B(x, ε) ⊂ C(x).
Tämä on ristiriita. Vastaoletus on siis väärä, ja x 6∈ ∂X. Siis ∂X ⊂ J .
Tehdään vielä vastaoletus, että ∂X 6= J . Tällöin ∂X ⊂ A, missä
A ( J on kaari. JoukotX ja A ovat erillisiä, joten R2\A = X∪{(X∪A).
Joukot X ja {(X ∪A) ovat erillisiä ja epätyhjiä. Reuna ∂X ⊂ A, joten
joukko X ∪ A = X¯ ∪ A on suljettu. Näin joukko {(X ∪ A) on avoin.
Lauseen 2.3 nojalla myös komponentti X on avoin. Joukko R2 \ A on
siis epäyhtenäinen. Tämä on ristiriita, sillä Lauseen 3.7 mukaan joukko
R2 \ A on yhtenäinen. Vastaoletus on siis väärä, ja ∂X = J . 2
Edellisen lauseen tulokseen nojautuen voidaan osoittaa, että avaruu-
della R2 \ J on vain yksi rajoitettu komponentti:
Lause 4.5. Avaruudella R2 \ J on täsmälleen yksi rajoitettu kompo-
nentti.
Todistus: Tarkastellaan edelleen luvun alussa muodostettua kuusikul-
miota J ′ ja janaa L (Kuva 20). Lauseen 4.3 mukaan piste x ∈]y1, y2[
kuuluu avaruuden R2 \ J rajoitettuun komponenttiin. Olkoon tämä
rajoitettu komponentti X1. Osoitetaan seuraavaksi, että avaruudella
R2 \ J ei ole toista rajoitettua komponenttia:
Tehdään vastaoletus, että U 6= X1 on myös avaruuden R2 \ J rajoi-
tettu komponentti. Lemman 4.2 mukaan kaari A2 kohtaa janan [y1, z2].
Leikkaus [y1, z2] ∩ A2 on siis epätyhjä ja kompakti, joten on olemassa
piste v2 ∈ [y1, z2] ∩ A2, jonka etäisyys pisteestä y1 on suurin. Tällöin
[v2, z2] ⊂ X¯0. Samoin [z1, v1] ⊂ X¯0. Jana ]y1, y2[ sisältää pisteen x eikä
kohtaa käyrää J , joten [y1, y2] ⊂ X¯1. Olkoon Si ∈ Ai pisteet vi ja yi yh-
distävä kaari (i ∈ {1, 2}). Olkoon S = [z1, v1]∪S1∪ [y1, y2]∪S2∪ [v2, z2].
Tällöin joukko S on pisteet z1 ja z2 yhdistävä kaari, joka päätepisteitään
lukuunottamatta sisältyy joukkoon X ′. Lauseen 3.3 mukaan joukolla
X ′ \S on ainakin kaksi komponenttia. Kaari S ei kohtaa komponenttia
U , joten komponentti U sisältyy joukon X ′\S johonkin komponenttiin.
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Kuva 20
Lauseen 4.4 mukaan ∂U = J . Erityisesti pisteet a1 ja a2 ∈ ∂U . Näin
pisteet a1 ja a2 kuuluvat joukon X ′ \ S saman komponentin reunaan.
Toisaalta pisteet a1 ja a2 kuuluvat joukon J ′ \ {z1, z2} eri komponent-
teihin, joten Lauseen 3.3 mukaan joukon X ′ \ S minkään komponentin
reuna ei sisällä sekä pistettä a1 että pistettä a2. Tämä on ristiriita, jo-
ten vastaoletus on väärä. Siis avaruudella R2 \ J on täsmälleen yksi
rajoitettu komponentti. 2
Kootaan nyt tämän luvun tulokset yhteen Jordanin käyrälauseeksi:
Lause 4.6 (Jordanin käyrälause). Olkoon J ⊂ R2 on Jordanin käyrä.
Tällöin avaruudella R2 \ J on täsmälleen kaksi komponenttia, joista
toinen on rajoittamaton ja toinen rajoitettu. Käyrä J on kummankin
komponentin reuna.
Todistus: Olkoon J ⊂ R2 Jordanin käyrä. Lauseen 4.3 perusteella ava-
ruudella R2 \ J on täsmälleen yksi rajoittamaton ja ainakin yksi ra-
joitettu komponentti. Lauseen 4.5 perusteella avaruudella R2 \ J on
täsmälleen yksi rajoitettu komponentti. Avaruudella R2 \ J on siis täs-
mälleen kaksi komponenttia, joista toinen on rajoittamaton ja toinen
rajoitettu. Lauseen 4.4 mukaan käyrä J on kummankin komponentin
reuna. 2
5. Kuvausten nostojen olemassaolosta
Tässä luvussa määritellään käsitteet homotopia, peitekuvaus, kuvauk-
sen nosto sekä kuvauksen aste. Luvun alkuosassa mainitaan tai todiste-
taan näihin liittyviä perustuloksia. Lauseet 5.2, 5.3 ja 5.9 on todistettu
kirjassa [7], Lauseet 21.3, 21.4 ja 24.5. Luvun loppuosassa tarkastellaan
tarkemmin nostojen olemassaoloa. Tämä luku sekä luvut 6, 7 ja 8 on
pohjautuvat kirjaan [5]. Lähteenä on paikoin käytetty myös kirjaa [7].
Aloitetaan määrittelemällä seuraava uusi käsite:
Määritelmä 5.1. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja f, g : X →
Y jatkuvia kuvauksia. Kuvaus f on homotooppinen kuvauksen g kans-
sa, jos on olemassa sellainen jatkuva kuvaus h : X × I → Y , että
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h(x, 0) = f(x) ja h(x, 1) = g(x) kaikilla x ∈ X. Tällöin merkitään
f ' g ja myös h : f ' g. Kuvausta h sanotaan homotopiaksi, joka
yhdistää kuvauksen f kuvaukseen g. Jos kuvaus f on homotooppinen
vakiokuvauksen kanssa, niin sanotaan, että kuvaus f on nollahomo-
tooppinen.
Oletetaan, että h : X × I → Y on homotopia, joka yhdistää ku-
vauksen f kuvaukseen g. Määritellään kuvaus ht : X → Y asettamalla
ht(x) = h(x, t) jokaisella t ∈ I. Kuvaukset ht ovat yhdistettyjä kuvauk-
sia h ◦ ϕt, missä kuvaukset ϕt : X → X × I on määritelty asettamalla
ϕt(x) = (x, t) jokaisella t ∈ I. Kuvauksien ϕt komponenttikuvaukset
ovat siis identtinen kuvaus ja vakiokuvaus, joten ne ovat jatkuvia. Si-
ten myös kuvaukset ht ovat jatkuvia jokaisella t ∈ I. Erityisesti h0 = f
ja h1 = g.
Lause 5.2. Homotopia on ekvivalenssirelaatio kaikkien jatkuvien ku-
vausten f : X → Y joukossa C(X, Y ). 2
Homotopian määräämiä ekvivalenssiluokkia sanotaan homotopialuo-
kiksi. Jos f ∈ C(X, Y ), niin kuvauksen f homotopialuokkaa merkitään
f¯ . Kaikkien homotopialuokkien joukkoa merkitään [X, Y ].
Lause 5.3. Olkoot f0, f1 : X → Y ja g0, g1 : Y → Z jatkuvia kuvauksia.
Oletetaan, että f0 ' f1 ja g0 ' g1. Tällöin g0 ◦ f0 ' g1 ◦ f1. 2
Tästä nähdään, että homotopialuokka f ◦ g riippuu vain homoto-
pialuokista f¯ ja g¯ eikä lainkaan niiden edustajista f ja g. Näin voi-
daan määritellä homotopialuokkien f¯ ja g¯ yhdistäminen asettamalla
f¯ ◦ g¯ = f ◦ g.
Lause 5.4. Olkoon f : X → Y nollahomotooppinen jatkuva kuvaus ja
olkoot g : Z → X, h : Y → Z jatkuvia kuvauksia. Tällöin myös yhdiste-
tyt kuvaukset f ◦ g : Z → Y ja h ◦ f : X → Z ovat nollahomotooppisia.
Todistus: Kuvaus f on nollahomotooppinen, joten on olemassa homo-
topia h : f ' υ, missä υ : X → Y on vakiokuvaus. Merkitään y0 = υ(x)
kun x ∈ X. Lauseen 5.3 nojalla tällöin f ◦ g ' υ ◦ g ja h ◦ f ' h ◦ υ.
Edelleen υ(g(z)) = y0 kaikilla z ∈ Z ja h(υ(x)) = h(y0) kaikilla x ∈ X,
eli kuvaukset υ ◦ g ja h ◦ υ ovat vakiokuvauksia. Siis kuvaukset f ◦ g ja
h ◦ f ovat nollahomotooppisia. 2
Joukko C(X,S1) varustettuna pisteittäisellä kertolaskulla on Abelin
ryhmä, jossa jatkuvan kuvauksen g : X → S1 käänteisalkio g−1 määri-
tellään kaavalla g−1(x) = 1
g(x)
ja ykkösalkio on vakiokuvaus υ : x 7→ 1.
Tarkastellaan seuraavaksi kuvausten f ∈ C(X,S1) homotopialuokkia:
Olkoot f0, f1, g0, g1 : X → S1 jatkuvia kuvauksia. Oletetaan, että
hf : f0 ' f1 ja hg : g0 ' g1. Tulo hf ·hg on jatkuva, ja (hf ·hg)(x, 0) =
(f0· g0)(x) sekä (hf · hg)(x, 1) = (f1 · g1)(x), eli hf · hg : f0 · g0 ' f1 · g1.
Siis homotopialuokka f · g riippuu vain homotopialuokista f¯ ja g¯ eikä
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niiden edustajista. Näin voidaan määritellä homotopialuokkien f¯ ja g¯
tulo asettamalla f¯ · g¯ = f · g.
Lause 5.5. Olkoon X topologinen avaruus. Homotopialuokkien joukko
[X,S1] varustettuna homotopialuokkien kertolaskulla on Abelin ryhmä
ja sitä merkitään H1(X). Jos kuvaus f : Y → X on jatkuva, niin ku-
vaus f ∗ : H1(X)→ H1(Y ), f ∗(g¯) = g¯ ◦ f¯ , on homomorﬁsmi.
Todistus: Olkoot f¯ , g¯ ja h¯ ∈ [X,S1]. Tällöin (f¯ · g¯)· h¯ = f · g· h¯ =
f · g·h = f¯ · (g¯· h¯), eli homotopialuokkien kertolasku on assosiatiivinen.
Ykkösalkio on υ¯, sillä υ¯· f¯ = υ· f = f¯ = f¯ · υ¯ kaikilla f¯ ∈ [X,S1]. Al-
kion f¯ käänteisalkio f¯−1 = f−1, sillä f−1· f¯ = f−1· f = υ¯ = f¯ · f−1
kaikilla f¯ ∈ [X,S1]. Tässä siis f−1 on kuvauksen f käänteisalkio ryh-
mässä C(X,S1). Lisäksi f¯ · g¯ = g¯· f¯ kaikilla f¯ ja g¯ ∈ [X,S1], eli joukko
[X,S1] varustettuna homotopialuokkien kertolaskulla todella on Abelin
ryhmä.
Osoitetaan vielä, että f ∗(g¯1· g¯2) = f ∗(g¯1)· f ∗(g¯2). Olkoon y ∈ Y .
Tällöin ((g1· g2) ◦ f)(y) = g1(f(y))· g2(f(y)) = ((g1 ◦ f)· (g2 ◦ f))(y), eli
(g1· g2)◦f = (g1◦f)· (g2◦f). Siis f ∗(g¯1· g¯2) = (g¯1· g¯2)◦f¯ = (g1· g2) ◦ f =
(g1 ◦ f)· (g2 ◦ f) = (g¯1 ◦ f¯)· (g¯2 ◦ f¯) = f ∗(g¯1)· f ∗(g¯2). 2
Seuraavaksi määritellään käsite peitekuvaus. Sen jälkeen osoitetaan,
että eräs peitekuvaus on kuvaus p : R → S1, p(x) = e2piix = (cos 2pix,
sin 2pix). Tätä kuvausta käytetään myöhemmin, kun määritellään kä-
site kuvauksen aste.
Määritelmä 5.6. OlkootX ja Y topologisia avaruuksia. Kuvaus p : X →
Y on peitekuvaus, jos se on surjektio ja jos jokaisella y ∈ Y on sellai-
nen ympäristö V , että p−1V on erillinen yhdiste avoimista joukoista
Uj (j ∈ J), ja p kuvaa jokaisen joukon Uj homeomorﬁsesti joukolle
V . Tällöin sanotaan, että V on pisteen y peiteympäristö kuvauksen p
suhteen.
Lause 5.7. Kuvaus p : R → S1, p(x) = e2piix = (cos 2pix, sin 2pix), on
peitekuvaus.
Todistus: Olkoon y ∈ S1. Tällöin y = eiϕ0 jollain 0 ≤ ϕ0 < 2pi. Merki-
tään x = ϕ0/2pi, jolloin p−1{y} = x+Z = {x+ n : n ∈ Z}. Siis kuvaus
p on surjektio. Pisteen y peiteympäristöksi voidaan valita puoliympyrä
V = {eiϕ : |ϕ − ϕ0| < pi/2}, sillä p−1V on yhdiste erillisistä avoimista
väleistä Un =]x + n − 1/4, x + n + 1/4[ (n ∈ Z), ja p kuvaa jokaisen
välin Un homeomorﬁsesti joukolle V . 2
Seuraavaksi määritellään käsite kuvauksen nosto. Sen jälkeen Lausees-
sa 5.9 annetaan ehtoja, joiden voimassa ollessa jatkuvalla kuvauksella
on p-nosto, kun p on peitekuvaus.
Määritelmä 5.8. Olkoot X, Y ja Z topologisia avaruuksia ja g : X →
Y , f : Z → Y jatkuvia kuvauksia. Jatkuva kuvaus f˜ : Z → X on ku-
vauksen f g-nosto tai nosto, jos g ◦ f˜ = f (Kuva 21).
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Lause 5.9. Olkoot X, Y ja Z topologisia avaruuksia. Olkoon p : X →
Y peitekuvaus, f : Z → Y jatkuva kuvaus, x0 ∈ X, z0 ∈ Z ja f(z0) =
p(x0). Lisäksi oletetaan, että jokin seuraavista ehdoista on voimassa:
(1) Z on yhtenäinen ja fZ sisältyy johonkin peiteympäristöön.
(2) Z = I ja z0 = 0.
(3) Z = I2 ja z0 = (0, 0).
Tällöin kuvauksella f on täsmälleen yksi sellainen p-nosto f˜ : Z → X,
että f˜(z0) = x0. 2
Tarkastellaan nyt jatkuvia kuvauksia f : S1 → S1. Olkoon f : S1 →
S1 jatkuva kuvaus ja p : R → S1, p(x) = e2piix. Lauseen 6 nojalla ku-
vauksella f ◦ p|I : I → S1 on p-nosto g : I → R (Kuva 21). Näin siis
p(g(0)) = f(p(0)) ja p(g(1)) = f(p(1)). Koska lisäksi p(0) = p(1),
niin p(g(0)) = f(p(0)) = f(p(1)) = p(g(1)). Näin e2pii(g(0)−g(1)) =
p(g(0))/p(g(1)) = 1, eli g(0) − g(1) ∈ Z. Osoitetaan, että erotuksen
g(0)− g(1) arvo ei riipu nostosta g:
Olkoon g′ : I → R toinen kuvauksen f ◦ p|I : I → S1 on p-nosto ja
olkoon x ∈ I. Tällöin p(g′(x)) = f(p(x)) = p(g(x)), josta seuraa kuten
edellä, että g′(x)− g(x) = n jollain n ∈ Z. Kuvauksen g′− g arvot ovat
siis kokonaislukuja. Väli I on yhtenäinen ja kuvaus g′ − g on jatkuva,
joten myös kuvajoukko (g′ − g)I on yhtenäinen. Sen täytyy siis olla
yksiö {n}, ja siten g′(x) − g(x) = n kaikilla x ∈ I. Nostot erovat näin
toisistaan vain kokonaislukuvakiolla, ja g′(1)−g′(0) = g(1)+n−g(0)−
n = g(1)− g(0). Voidaan siis asettaa seuraava määritelmä:
Määritelmä 5.10. Olkoon f : S1 → S1 jatkuva kuvaus ja p : R→ S1,
p(x) = e2piix. Olkoon g : I → R on jokin kuvauksen f ◦ p|I : I → S1
p-nosto. Kuvauksen f aste deg(f) on luku g(1)− g(0).
Seuraavaan lauseeseen on koottu monia tuloksia liittyen kuvausten
asteisiin, homotopiaan ja nostojen olemassaoloon. Siinä muunmuassa
osoitetaan, että millä tahansa jatkuvalla kuvauksella f : S1 → S1 on
nosto f˜ : S1 → R jos ja vain jos kuvaus f on nollahomotooppinen.
Tämä tulos yleistetään myöhemmin Lauseessa 5.13 koskemaan kaikkia
jatkuvia kuvauksia f : X → S1, missä X on mikä tahansa topologinen
avaruus.
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Lause 5.11. Kuvaus Φ: H1(S1) → Z, Φ(f¯) = deg(f), on ryhmäi-
somorﬁsmi. Erityisesti deg(f · f ′) = deg(f) + deg(f ′) kaikilla jatkuvil-
la kuvauksilla f , f ′ : S1 → S1. Lisäksi kaikilla jatkuvilla kuvauksilla
f : S1 → S1 seuraavat ehdot ovat yhtäpitävät:
(1) Kuvaus f on nollahomotooppinen.
(2) Kuvauksen f aste on nolla.
(3) Kuvauksella f on nosto f˜ : S1 → R.
Todistus: Osoitetaan aluksi, että homotooppisilla kuvauksilla on sama
aste, eli että kuvaus Φ on hyvin määritelty. Olkoot f, f ′ : S1 → S1
jatkuvia, keskenään homotooppisia kuvauksia ja olkoon h : S1 × I →
S1 homotopia, joka yhdistää kuvauksen f kuvaukseen f ′. Yhdistetty
kuvaus h ◦ (p|I, id) : I × I → S1 on jatkuva, joten Lauseen 5.9 nojalla
sillä on olemassa p-nosto G : I × I → R. Olkoon t ∈ I. Merkitään x =
p(t). Tällöin siis p(G(t, 0)) = h(p(t), id(0)) = h(x, 0) = f(x) = f(p(t)),
joten kuvaus g : I → R, g(t) = G(t, 0), on kuvauksen f ◦ p|I nosto.
Siis deg(f) = g(1) − g(0) = G(1, 0) − G(0, 0). Vastaavasti deg(f ′) =
G(1, 1)−G(0, 1).
Tarkastellaan kuvausta d : I → R, joka määritellään asettamalla
d(u) = G(1, u) − G(0, u) kaikilla u ∈ I. Koska p(1) = p(0), niin
p(G(1, u)) = h(p(1), u)= h(p(0), u) = p(G(0, u)) jokaisella u ∈ I, jo-
ten erotus G(1, u) − G(0, u) on aina kokonaisluku. Kuvauksen d ar-
vot ovat siis kokonaislukuja. Kuvaus d on myös jatkuva, koska ku-
vaus G on jatkuva. Joukko I on yhtenäinen, joten myös kuvajoukko
dI on yhtenäinen. Kuvauksen d täytyy siten olla vakiokuvaus. Näin
deg(f) = d(0) = d(1) = deg(f ′). Kuvaus Φ on siis hyvin määritelty.
Osoitetaan nyt, että kuvaus Φ: H1(S1) → Z on homomorﬁsmi. Ol-
koot f¯ , f¯ ′ ∈ H1(S1) ja olkoot f, f ′ : S1 → S1 näiden homotopialuokkien
edustajat. Olkoot g, g′ : I → R kuvausten f ◦p|I ja f ′◦p|I nostot. Nämä
ovat olemassa Lauseen 5.9 nojalla. Olkoon t ∈ I. Kuvaus p : R→ S1 on
homomorﬁsmi ryhmästä (R,+) ryhmään (S1, ·), joten p((g + g′)(t)) =
p(g(t) + g′(t)) = p(g(t))p(g′(t)) = f(p(t))f ′(p(t)) = (f · f ′)(p(t)). Siis
kuvaus g + g′ : I → R on kuvauksen (f · f ′) ◦ p|I : I → S1 nosto.
Näin Φ(f¯ · f¯ ′) = Φ(f · f ′) = deg(f · f ′) = (g + g′)(1) − (g + g′)(0) =
g(1)− g(0) + g′(1)− g′(0) = deg(f) + deg(f ′) = Φ(f¯) + Φ(f¯ ′). Kuvaus
Φ on siis homomorﬁsmi, ja lisäksi deg(f · f ′) = deg(f)+deg(f ′) kaikilla
jatkuvilla kuvauksilla f , f ′ : S1 → S1.
Osoitetaan, että kuvaus Φ on surjektio. Olkoon n ∈ Z. Tarkastellaan
kuvausta fn : S1 → S1, fn(z) = zn. Määritellään kuvaus gn : I → R
asettamalla gn(t) = nt. Olkoon t ∈ I. Tällöin p(gn(t)) = p(nt) =
e2piint = (e2piit)n = p(t)n = fn(p(t)), eli kuvaus gn on kuvauksen fn ◦ p|I
nosto. Siten Φ(f¯n) = deg(fn) = gn(1)− gn(0) = n· 1− n· 0 = n.
Kuvaus Φ on injektio, jos sen ydin sisältää vain ryhmänH1(S1) neut-
raalialkion eli vakiokuvauksen homotopialuokan. Riittää siis osoittaa,
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että jos kuvauksen f aste on nolla, niin se on nollahomotooppinen. Tä-
mä tulee tehdyksi, kun seuraavaksi osoitetaan, että ehdot (1), (2) ja
(3) ovat keskenään yhtäpitävät.
(1)⇒ (2). Oletetaan, että kuvaus f on nollahomotooppinen. Ym-
pyrän S1 vakiokuvaukset z 7→ a = e2piixa ja z 7→ b = e2piixb ovat
keskenään homotooppiset kaikilla a, b ∈ S1, mikä nähdään homoto-
piasta h : S1 × I → S1, h(z, t) = e2pii((1−t)xa+txb). Siten voidaan olet-
taa, että kuvaus f on homotooppinen vakiokuvauksen f0 : S1 → S1,
f0(z) = z
0 = 1 kanssa. Edellä osoitettiin, että kuvauksen f0 nosto on
kuvaus g0 : t 7→ 0· t. Tiedetään myös, että keskenään homotooppisilla
kuvauksilla on sama aste, joten deg(f) = deg(f0) = g0(1)− g0(0) = 0.
(2)⇒ (3). Oletetaan, että kuvauksen f aste on nolla. Kuvauksella
f ◦ p|I on Lauseen 5.9 nojalla nosto g : I → R, ja koska deg(f) = 0,
niin g(1) = g(0). Olkoon A1 = {z ∈ S1 : pr2(z) ≥ 0} ja A2 = {z ∈
S1 : pr2(z) ≤ 0}, jolloin S1 = A1∪A2. Määritellään kuvaus f˜ : S1 → R
asettamalla
f˜(z) =
{
g ◦ (p|[0, 1/2])−1(z), z ∈ A1
g ◦ (p|[1/2, 1])−1(z), z ∈ A2
Kuvaukset g◦(p|[0, 1/2])−1 ja g◦(p|[1/2, 1])−1 ovat jatkuvia ja joukot A1
ja A2 suljettuja joukossa S1. Lisäksi joukossa A1∩A2 = {(1, 0), (−1, 0)}
nämä kuvaukset saavat samat arvot, sillä g(0) = g(1). Siten kuvaus f˜
on jatkuva. Lisäksi jos z ∈ A1, niin p(f˜(z)) = p ◦ g ◦ (p|[0, 1/2])−1(z) =
f ◦ p|I ◦ (p|[0, 1/2])−1(z) = f(z). Vastaavasti jos z ∈ A2, niin p(f˜(z)) =
f(z). Kuvaus f˜ on siis kuvauksen f nosto.
(3)⇒ (1). Oletetaan, että jatkuvalla kuvauksella f : S1 → S1 on
olemassa nosto f˜ : S1 → R. Olkoon a ∈ R. Kuvaus p : R → S1 on
nollahomotooppinen, sillä homotopia h : R× I → S1, h(x, t) = p((1−
t)x+ ta), yhdistää sen vakiokuvaukseen x 7→ p(a). Lauseen 5.4 nojalla
yhdistettty kuvaus f = p ◦ f˜ on tällöin myös nollahomotooppinen. 2
Seuraavassa lauseessa tutkitaan homotopiaa h : X×I → S1. Oletuk-
sena on, että kuvauksella h0 : X → S1 on p-nosto f˜0 : X → R. Tällöin
pystytään osoittamaan, että itse homotopialla h on täsmälleen yksi sel-
lainen p-nosto h˜ : X × I → R, että h˜0 = f˜0 (Kuva 22).
Lause 5.12. Olkoon X topologinen avaruus, f˜0 : X → R jatkuva ku-
vaus ja h : X × I → S1 sellainen homotopia, että h(x, 0) = p(f˜0(x))
kaikilla x ∈ X. Tällöin on olemassa täsmälleen yksi sellainen homoto-
pia h˜ : X × I → R, että p ◦ h˜ = h ja h˜(x, 0) = f˜0(x) kaikilla x ∈ X.
Todistus: Homotopia h on jatkuva, joten kuvaukset αx : I → S1, αx(t) =
h(x, t), ovat jatkuvia. Oletuksen mukaan p(f˜0(x)) = h(x, 0) = αx(0),
joten Lauseen 5.9 nojalla jokaisella kuvauksella αx on täsmälleen yksi
sellainen p-nosto α˜x : I → R, että α˜x(0) = f˜0(x). Määritellään kuvaus
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h˜ : X × I → R asettamalla h˜(x, t) = α˜x(t). Näin määritellyllä kuvauk-
sella h˜ pätee, että p(h˜(x, t)) = p(α˜x(t)) = αx(t) = h(x, t) eli p ◦ h˜ = h,
ja h˜(x, 0) = α˜x(0) = f˜0(x) kaikilla x ∈ X. Osoitetaan, että kuvaus h˜
on jatkuva:
Kuvaus h : X × I → S1 on jatkuva, joten jokaisella (x, t) ∈ X × I
voidaan valita sellainen δx,t > 0, että kun d((x′, t′), (x, t)) < δx,t, niin
d(h(x′, t′), h(x, t)) < 1. Olkoon x ∈ X. Välit ]t− 1
2
δx,t, t+
1
2
δx,t
[
muo-
dostavat kompaktin joukon I avoimen peitteen. Sillä on siis äärellinen
osapeite, joka koostuu väleistä ]ti − δi, ti + δi[, missä i ∈ {1, . . . , n},
δi =
1
2
δx,ti ja t1 < t2 < · · · < tn. Olkoon δ pienin luvuista δi ja olkoon
U = B(x, δ) ∩ X. Koska kysymyksessä on peite, niin voidaan olettaa,
että välien ]ti−1 − δi−1, ti−1 + δi−1[ ja ]ti − δi, ti + δi[ leikkaus on epä-
tyhjä jokaisella i ∈ {2, . . . , n}. Olkoon t∗i jokin näiden välien yhteinen
piste jokaisella i ∈ {2, . . . , n} ja olkoon t∗1 = 0.
Rajoittuma h˜|(U × {0}) = f˜0|U , joten h˜|(U × {t∗1}) on jatkuva. Ol-
koon i ∈ {1, . . . , n}. Oletetaan, että rajoittuma h˜|(U × {t∗i }) on jat-
kuva, ja osoitetaan, että tällöin h˜ on jatkuva pisteessä (x, t), kunhan
t ∈]ti − δi, ti + δi[:
Osoitetaan aluksi, että joukko F = h(U×]ti − δi, ti + δi[) on ympy-
rän S1 aito osajoukko. Jos nimittäin (x′, t′) ∈ U×]ti − δi, ti + δi[, niin
d((x′, t′), (x, ti)) <
√
δ2 + δ2i ≤
√
2δi < δx,ti , joten d(h(x′, t′), h(x, ti)) <
1. Tämä tarkoittaa, että joukko F sisältyy ympyrän S1 kaareen A,
jonka pituus on alle 2pi/3 (Kuva 23). Tiedetään, että alkukuva p−1A
Kuva 23
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muodostuu erillisistä väleistä En (n ∈ Z), ja p kuvaa jokaisen vä-
lin En homeomorﬁsesti joukolle A. Olkoon E näistä väleistä se, jo-
hon piste h˜(x, t∗i ) kuuluu. Oletuksen mukaan rajoittuma h˜|(U × {t∗i })
on jatkuva, joten pisteellä (x, t∗i ) on sellainen ympäristö V × {t∗i } ⊂
U × {t∗i }, että h˜(V × {t∗i }) ⊂ E. Olkoon v ∈ V . Yhdistetty kuvaus
(v, t) 7→ t 7→ α˜v(t) = h˜(v, t) on jatkuva, joten rajoittuma h˜|({v} × I)
on jatkuva. Joukko {v}×]ti − δi, ti + δi[ on yhtenäinen, sillä se on
homeomorﬁnen välin ]ti − δi, ti + δi[ kanssa. Näin myös kuvajoukko
h˜({v}×]ti − δi, ti + δi[) on yhtenäinen. Näin se sisältyy kokonaisuudes-
saan joukkoon E, johon sen piste h˜(v, t∗i ) kuuluu. Piste v saattoi olla
mikä tahansa joukon V piste, joten h˜(V×]ti−δi, ti+δi[) ⊂ E. Kuvauk-
sen p rajoittuma p|E : E → A on homeomorﬁsmi, joten rajoittuma
h˜|(V×]ti− δi, ti+ δi[) = (p|E)−1 ◦h|(V×]ti− δi, ti+ δi[) on jatkuva. Siis
h˜ on jatkuva pisteessä (x, t), kunhan t ∈]ti− δi, ti+ δi[. Koska x saattoi
olla mikä tahansa joukon X piste, niin rajoittuma h˜|(X×]ti−δi, ti+δi[)
on jatkuva.
Olkoon jälleen x ∈ X ja i ∈ {1, . . . , n}. Piste t∗i+1 kuuluu välille
]ti − δi, ti + δi[, joten edellisen nojalla rajoittuma h˜|(U × {t∗i+1}) on
jatkuva. Tästä taas seuraa, kuten edellä on nähty, että h˜ on jatku-
va pisteessä (x, t), kunhan t ∈]ti+1 − δi+1, ti+1 + δi+1[. Piste x saat-
toi jälleen olla mikä tahansa joukon X piste, joten myös rajoittu-
ma h˜|(X×]ti+1 − δi+1, ti+1 + δi+1[) on jatkuva. Näin jatkamalla ha-
vaitaan, että rajoittumat h˜|(X×]ti− δi, ti+ δi[) ovat jatkuvia jokaisella
i ∈ {1, . . . , n}, joten kuvaus h˜ on jatkuva.
Osoitetaan vielä, että muita lauseen ehdot täyttäviä homotopioita
ei ole. Olkoon g˜ jokin lauseen ehdot täyttävä homotopia. Tällöin ku-
vaukset β˜x : I → R, β˜x(t) = g˜(x, t), ovat jatkuvia jokaisella x ∈ X.
Ne ovat kuvauksien αx : I → S1 nostoja, sillä p(β˜x(t)) = p(g˜(x, t)) =
h(x, t) = αx(t). Niille pätee myös β˜x(0) = g˜(x, 0) = f˜0(x). Siis vält-
tämättä β˜x = α˜x jokaisella x ∈ X, joten g˜(x, t) = h˜(x, t) kaikilla
(x, t) ∈ X × I eli g˜ = h˜. 2
Tämän luvun viimeisessä lauseessa yleistetään Lausetta 5.11 ja osoi-
tetaan, että millä tahansa jatkuvalla kuvauksella f : X → S1 on nosto
f˜ : X → R jos ja vain jos kuvaus f on nollahomotooppinen. Apuna
käytetään äsken todistettua Lausetta 5.12.
Lause 5.13. Olkoon X topologinen avaruus ja f : X → S1 jatkuva
kuvaus. Kuvauksella f on p-nosto f˜ : X → R jos ja vain jos kuvaus f
on nollahomotooppinen.
Todistus: Oletetaan, että kuvauksella f on p-nosto f˜ : X → R. Olkoon
a ∈ R. Kuvaus p : R → S1 on nollahomotooppinen, sillä homotopia
h : R×I → S1, h(x, t) = p((1−t)x+ta), yhdistää sen vakiokuvaukseen
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x 7→ p(a). Lauseen 5.4 nojalla yhdistetty kuvaus f = p ◦ f˜ on tällöin
myös nollahomotooppinen.
Oletetaan, että kuvaus f on homotooppinen vakiokuvauksen f0 : x 7→
z0 kanssa. Olkoon h : X×I → S1 homotopia f0 ' f . Valitaan sellainen
a ∈ R, että p(a) = z0, ja määritellään kuvaus f˜0 : X → R asetta-
malla f˜0(x) = a kaikilla x ∈ X. Kuvaus f˜0 ja homotopia h toteutta-
vat Lauseen 5.12 oletuksen h(x, 0) = f0(x) = z0 = p(a) = p(f˜0(x))
kaikilla x ∈ X, joten sen nojalla on olemassa sellainen homotopia
h˜ : X × I → R, että p ◦ h˜ = h ja h˜(x, 0) = f˜0(x). Määritellään ku-
vaus f˜ : X → R asettamalla f˜(x) = h˜(x, 1). Se on jatkuva ja p(f˜(x)) =
p(h˜(x, 1)) = h(x, 1) = f(x). Siis kuvaus f˜ on kuvauksen f p-nosto. 2
6. Kuvausten jatkeista
Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja A ⊂ X. Sanotaan, että
kuvaus g : X → Y on kuvauksen f : A→ Y jatke, jos g|A = f . Seuraa-
vassa tarkastellaan tilannetta, jossa A ⊂ X on suljettu ja avaruus X
on ns. T4-avaruus. Se määritellään seuraavalla tavalla:
Määritelmä 6.1. Olkoon X topologinen avaruus, joka toteuttaa seu-
raavan ehdon: Jos A, B ⊂ X ovat erillisiä ja suljettuja joukkoja, niin
niillä on erilliset ympäristöt. Tällöin sanotaan, että X on T4-avaruus.
Jokainen metrinen avaruus on T4-avaruus, mikä on osoitettu kirjassa
[6], Lause 6.18. Seuraava lause on todistettu kirjassa [7], Lause 20.3.
Lause 6.2 (Tietzen jatkolause). Olkoon X T4-avaruus ja A ⊂ X sul-
jettu. Olkoon f : A → [a, b] jatkuva kuvaus. Tällöin kuvauksella f on
jatkuva jatke g : X → [a, b]. 2
Vastaava tulos pätee myös tilanteessa, jossa kuvauksen maalijoukko
on avoin väli:
Lause 6.3. Olkoon X T4-avaruus, A ⊂ X suljettu, E ⊂ R avoin väli
(mahdollisesti rajaton) ja f : A → E jatkuva kuvaus. Tällöin kuvauk-
sella f on jatkuva jatke g : X → E.
Todistus: Kaikki avaruuden R avoimet välit ovat keskenään homeo-
morﬁsia, joten voidaan olettaa, että E =] − 1, 1[. Koska E ⊂ [−1, 1],
niin Lauseen 6.2 mukaan kuvauksella f : A → E on jatkuva jatke
g1 : X → [−1, 1]. Olkoon C = g−11 {−1, 1}. Joukko C on suljettu avaruu-
dessa X, sillä kuvaus g1 on jatkuva. Lisäksi C ∩A = ∅, koska fA ⊂ E.
Määritellään kuvaus h : A∪C → I asettamalla hA = 1 ja hC = 0. Tä-
mä kuvaus on jatkuva, koska joukot A ja C ovat suljettuja, ja näin jokai-
sen suljetun joukon F ⊂ I alkukuva h−1F ⊂ A∪C on suljettu. Lauseen
6.2 mukaan myös kuvauksella h : A∪C → I on jatkuva jatke k : X → I.
Määritellään nyt kuvaus g : X → E asettamalla g(x) = g1(x)k(x).
Tämä kuvaus on jatkuva kahden jatkuvan kuvauksen tulona. Lisäksi,
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jos x ∈ A, niin g(x) = g1(x)k(x) = f(x)h(x) = f(x)· 1 = f(x). Jos
taas x ∈ C, niin g(x) = g1(x)k(x) = ±1·h(x) = ±1· 0 = 0, ja jos
x ∈ X \ (A ∪ C), niin g(x) = g1(x)k(x) ∈ E. Siis kuvaus g todella on
kuvauksen f jatkuva jatke X → E. 2
Seuraavassa lauseessa tarkastellaan homotopian jatkeen olemassa-
oloa. Tätä tulosta käytetään luvun viimeisen lauseen todistuksessa,
jossa palataan tarkastelemaan nollahomotooppisia kuvauksia.
Lause 6.4. Olkoon X T4-avaruus, A ⊂ X suljettu. Olkoon f : X → S1
jatkuva kuvaus ja g : A × I → S1 homotopia, jolla g0 = f |A. Tällöin
on olemassa homotopian g jatkuva jatke h : X × I → S1, jolla h0 = f .
A
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Todistus: Määritellään kuvaus q : A × I → S1 asettamalla q(a, t) =
g(a, t)/g(a, 0). Tässä ajatellaan ympyrää S1 kompleksilukujen osajouk-
kona, joten kysymyksessä on kompleksilukujen jakolasku. Kuvaus q on
jatkuva, joten q on homotopia, joka yhdistää vakiokuvauksen q0 : a 7→
(1, 0) kuvaukseen q1 : a 7→ g(a, 1)/g(a, 0). Vakiokuvauksella q0 on p-
nosto q˜0 : A → R, q˜0(a) = 0 kaikilla a ∈ A, jolla pätee p(q˜0(a)) =
p(0) = (1, 0) = q0(a) = q(a, 0) kaikilla a ∈ A. Näin kuvaus q˜0 ja homo-
topia q toteuttavat Lauseen 5.12 oletukset, joten on olemassa sellainen
homotopia q˜ : A× I → R, että p ◦ q˜ = q ja q˜(a, 0) = q˜0(a) = 0 kaikilla
a ∈ A.
Määritellään kuvaus l : (A× I ∪X × {0})→ R asettamalla
l(x, t) =
{
q˜(x, t), (x, t) ∈ A× I
0, (x, t) ∈ X × {0}.
Joukko A on suljettu avaruudessa X ja yksiö {0} on suljettu avaruu-
dessa I, joten joukot A×I ja X×{0} ovat suljettuja avaruudessa X×I
ja myös sen osajoukossa A× I ∪X × {0}. Kuvaus q˜ on jatkuva kuten
vakiokuvauskin. Lisäksi joukossa A×I∩X×{0} = A×{0} molemmat
saavat vain arvon 0, joten kuvaus l on jatkuva. Kahden suljetun joukon
yhdiste A× I ∪X ×{0} on suljettu avaruudessa X × I, joten Lauseen
6.3 nojalla kuvauksella l : (A × I ∪ X × {0}) → R on jatkuva jatke
k : X × I → R. Määritellään jatkeen k avulla kuvaus h : X × I → S1
asettamalla h(x, t) = p(k(x, t))f(x). Kuvaus h on jatkuva, ja h(x, 0) =
p(k(x, 0))f(x) = p(l(x, 0))f(x) = p(0)f(x) = f(x). Lisäksi, jos (a, t) ∈
A × I, niin h(a, t) = p(k(a, t))f(a) = p(l(a, t))f(a) = p(q˜(a, t))f(a) =
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q(a, t)f(a) = f(a) ·g(a, t)/g(a, 0) = g(a, 0) ·g(a, t)/g(a, 0) = g(a, t). Siis
h on homotopian g jatke, jolla pätee, että h0 = f . 2
Nyt voidaan todistaa tämän luvun päätulos, jonka mukaan jokai-
sella nollahomotooppisella jatkuvalla kuvauksella f : A → S1 on nol-
lahomotooppinen jatkuva jatke h1 : X → S1. Tätä tulosta käytetään
myöhemmin luvussa 7 Eilenbergin kriteerin (Lause 7.7) todistuksessa.
Tässä on myös yhtymäkohta lukuun 5, sillä Lauseen 5.13 mukaan tällä
nollahomotooppisella jatkeella on p-nosto h˜1 : X → R.
Lause 6.5. Olkoon X T4-avaruus, A ⊂ X suljettu. Olkoon f : A→ S1
nollahomotooppinen jatkuva kuvaus. Tällöin kuvauksella f on jatkuva
jatke h1 : X → S1, joka on myös nollahomotooppinen.
Todistus: Koska kuvaus f on nollahomotooppinen, niin on olemassa
sellainen homotopia g : A× I → S1, että g0 on vakiokuvaus ja g1 = f .
Vakiokuvaus g0 : X → S1 ja homotopia g : A × I → S1 toteuttavat
Lauseen 6.4 oletukset, joten sen nojalla on olemassa homotopian g jat-
kuva jatke h : X × I → S1, jolla h0 on vakiokuvaus ja h1|A = g1 = f .
Siis h1 : X → S1 on kuvauksen f jatkuva nollahomotooppinen jatke. 2
7. Polkukomponenteista
Tämän luvun tavoitteena on todistaa Eilenbergin kriteeri (Lause
7.7), jolla on tärkeä rooli Jordanin käyrälauseen todistuksessa. Aloi-
tetaan kuitenkin määrittelemällä uusi käsite lokaalinen polkuyhtenäi-
syys:
Määritelmä 7.1. Topologinen avaruus X on lokaalisti polkuyhtenäi-
nen pisteessä x ∈ X, jos pisteen x jokainen ympäristö sisältää pisteen
x polkuyhtenäisen ympäristön. Jos avaruus X on lokaalisti polkuyhte-
näinen jokaisessa pisteessä x ∈ X, niin sanotaan, että avaruus X on
lokaalisti polkuyhtenäinen.
Seuraavan lauseen avulla on helppo muodostaa esimerkkejä lokaalisti
polkuyhtenäisistä avaruuksista.
Lause 7.2. Jos K on avaruuden Rn suljettu osajoukko, niin joukko
Rn \K on lokaalisti polkuyhtenäinen.
Todistus: Osoitetaan, että avaruuden Rn \K jokaisen pisteen jokainen
ympäristö sisältää polkuyhtenäisen ympäristön: Olkoon x ∈ Rn \ K.
Olkoon U ⊂ Rn \K jokin pisteen x ympäristö, joka on siis avoin jou-
kossa Rn \ K. Joukko K on suljettu, joten joukko Rn \ K on avoin.
Näin U on avoin myös avaruudessa Rn. On siis olemassa sellainen luku
ε > 0, että B(x, ε) ⊂ U . Kuula B(x, ε) on pisteen x polkuyhtenäinen
ympäristö. 2
Kahdessa seuraavassa lauseessa todistetaan joitain jatkossa käyttö-
kelpoisia tuloksia lokaalisti polkuyhtenäisistä avaruuksista.
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Lause 7.3. Lokaalisti polkuyhtenäisen avaruuden X polkukomponentit
ovat avoimia avaruudessa X.
Todistus: Olkoon x ∈ X. Olkoon P (x) se avaruuden X polkukompo-
nentti, johon piste x kuuluu. Olkoon y ∈ P (x). Avaruus X on lokaa-
listi polkuyhtenäinen, joten pisteellä y on polkuyhtenäinen ympäristö
V . Kaikki joukon V pisteet voidaan yhdistää polulla pisteeseen y ja se
edelleen pisteeseen x, joten V ⊂ P (x). Jokaisella pisteellä y ∈ P (x) on
siis ympäristö V ⊂ P (x), joten P (x) on avoin avaruudessa X. 2
Lause 7.4. Oletetaan, että avaruus X on lokaalisti polkuyhtenäinen ja
yhtenäinen. Tällöin se on polkuyhtenäinen.
Todistus: Tehdään vastaoletus, että avaruus X ei ole polkuyhtenäinen.
Tällöin on olemassa sellaiset pisteet x ja y ∈ X, ettei niitä voi yhdistää
polulla avaruudessa X. Olkoon pisteen x sisältävä polkukomponentti
P (x), ja merkitään V = X \ P (x). Tällöin y ∈ V eli joukot V ja
P (x) ovat epätyhjiä. Lisäksi X = P (x) ∪ V ja P (x) ∩ V = ∅. Lauseen
7.3 nojalla polkukomponentti P (x) on avoin avaruudessa X. Joukko
V = X \ P (x) on yhdiste muista avaruuden X polkukomponenteista,
joten se on avointen joukkojen yhdisteenä avoin. Avaruus X voidaan
näin lausua kahden epätyhjän, avoimen ja erillisen joukon yhdisteenä,
joten se on epäyhtenäinen. Tämä on ristiriita oletuksen kanssa, joten
vastaoletus on väärä. Siis avaruus X on polkuyhtenäinen. 2
Siirrytään tarkastelemaan avaruuden Rn\K polkukomponentteja ti-
lanteessa, jossa K ⊂ Rn on kompakti. Kahta seuraavaa lausetta käyte-
tään myös Eilenbergin kriteerin todistuksessa.
Lause 7.5. Olkoon K avaruuden Rn kompakti osajoukko ja A yhdiste
joistain joukon Rn \K polkukomponenteista. Tällöin joukko A ∪K on
suljettu avaruudessa Rn.
Todistus: Olkoon B = (Rn \K) \ A yhdiste niistä joukon Rn \K pol-
kukomponenteista, jotka eivät sisälly joukkoon A. Lauseen 7.2 mukaan
joukko Rn \ K on lokaalisti polkuyhtenäinen, joten sen polkukompo-
nentit ovat Lauseen 7.3 nojalla avoimia joukossa Rn \ K. Joukko B
on polkukomponenttien yhdisteenä avoin joukossa Rn \K. Se on avoin
myös avaruudessa Rn, sillä Rn \ K on avoin avaruudessa Rn. Siten
A ∪K = Rn \B on suljettu avaruudessa Rn. 2
Lause 7.6. Olkoon K avaruuden Rn kompakti osajoukko (n ≥ 2). Täl-
löin joukolla Rn\K on täsmälleen yksi rajoittamaton polkukomponentti
U , ja joukko Rn \ U on rajoitettu.
Todistus: Joukko K on rajoitettu, joten on olemassa sellainen luku
r > 0, että K ⊂ B(0, r). Olkoon E = {x ∈ Rn : d(x, 0) ≥ r}. Joukko E
on polkuyhtenäinen eikä kohtaa joukkoa K, joten se sisältyy johonkin
joukon Rn \K polkukomponenttiin U . Muut joukon Rn \K polkukom-
ponentit ja joukko K sisältyvät kuulaan B(0, r). 2
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Euklidinen taso R2 ja kompleksitaso C voidaan samastaa keskenään,
joten seuraavassa siirrytään merkintöjen helpottamiseksi tarkastele-
maan avaruutta C. Määritellään kuvaus N : C \ {0} → S1 asettamalla
N(z) = z/|z|. Tämä kuvaus on jatkuva, sillä se on vakiokuvauksen ja
kuvauksen z 7→ |z| = d(z, 0) osamäärä.
Lause 7.7 (Eilenbergin kriteeri). Olkoon K avaruuden C kompakti
osajoukko ja a, b ∈ C \K. Tällöin pisteet a ja b kuuluvat joukon C \K
samaan polkukomponentiin jos ja vain jos kuvaus f : K → S1, f(z) =
N
(
z−a
z−b
)
, on nollahomotooppinen.
Todistus: Oletetaan, että a ja b kuuluvat joukon C \K samaan polku-
komponentiin. Tällöin on olemassa sellainen polku α : I → C \K, että
α(0) = a ja α(1) = b. Määritellään kuvaus h : K × I → S1 asettamalla
h(z, t) = N
(
z−α(t)
z−b
)
. On huomattava, että α(t) ∈ C \K kaikilla t ∈ I
ja z ∈ K, joten z − α(t) 6= 0 kaikilla t ∈ I. Kuvaus h on jatkuva ja
h(z, 0) = f(z), h(z, 1) = 1 kaikilla z ∈ K. Kuvaus h on näin homoto-
pia, joka yhdistää kuvauksen f vakiokuvaukseen z 7→ 1. Siis kuvaus f
on nollahomotooppinen.
Oletetaan, että a ja b kuuluvat joukon C \ K eri polkukomponent-
teihin ja osoitetaan, että tällöin kuvaus f ei ole nollahomotooppinen.
Tehdään vastaoletus, että kuvaus f on nollahomotooppinen. Voidaan
olettaa, että polkukomponentti P (a) on rajoitettu. Jos nimittäin näin
ei olisi, niin silloin Lauseen 7.6 nojalla polkukomponentti P (b) olisi
rajoitettu, jolloin voitaisiin vaihtaa pisteiden a ja b roolit ja siirtyä tar-
kastelemaan kuvausta 1/f .
Kuvaus f : K → S1 on siis vastaoletuksen nojalla nollahomotoop-
pinen, ja joukko K on suljettu avaruudessa C ja siten myös joukossa
C \P (a). Lauseen 6.5 nojalla tällöin on olemassa kuvauksen f jatkuva
jatke h1 : C \ P (a)→ S1, joka on myös nollahomotooppinen. Toisaalta
lauseke N
(
z−a
z−b
)
on määritelty kaikilla z ∈ C\{a, b}, joten se määritte-
lee kuvauksen f jatkuvan jatkeen h2 : (P (a)∪K)\{a} → S1. Kuvausten
h1 ja h2 lähtöjoukkojen leikkaus on K, jossa h1(x) = f(x) = h2(x). Li-
säksi molemmat lähtöjoukot ovat suljettuja avaruudessa C\{a} Lausei-
den 7.3 ja 7.5 nojalla, joten kuvaukset h1 ja h2 määrittelevät jatkuvan
kuvauksen h : C \ {a} → S1, jolla h|K = f .
Määritellään kuvaus k : S1 × I → S1 asettamalla k(z, t) = h(a +
z(ε + tR)), missä ε > 0 ja R > 0 ovat sopivasti valittuja vakioita,
|z| = 1 ja t ∈ I. Kuvaus k on jatkuva, sillä se on saatu yhdistämällä
ja kertomalla keskenään jatkuvia kuvauksia. Se on siis homotopia, joka
yhdistää kuvauksen k0 kuvaukseen k1. Lauseen 5.11 nojalla keskenään
homotooppisilla kuvauksilla on sama aste, joten deg(k0) = deg(k1).
Tarkastellaan seuraavaksi tarkemmin kuvauksia k1 ja k0.
Joukko {a+ z(ε+R) : z ∈ S1} on a-keskinen ε+R-säteinen ympyrä
ja joukko P (a) on rajoitettu, joten kun R > 0 on valittu tarpeeksi
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suureksi, niin a+ z(ε+R) /∈ P (a) kaikilla z ∈ S1. Näin k1(z) = h(a+
z(ε + R)) = h1(a + z(ε + R)) eli kuvaus k1 on yhdistetty kuvauksesta
h1 ja kuvauksesta η : S1 → C \ P (a), η(z) = a + z(ε + R). Kuvaus h1
on nollahomotooppinen, joten Lauseen 5.4 nojalla yhdistetty kuvaus
k1 = h1 ◦ η on myös nollahomotooppinen. Siis Lauseen 5.11 mukaan
deg(k1) = 0.
Joukko {a+ zε : z ∈ S1} on a-keskinen ε-säteinen ympyrä ja joukko
P (a) on avoin, joten kun ε > 0 on valittu tarpeeksi pieneksi, niin
a + zε ∈ P (a) kaikilla z ∈ S1. Näin k0(z) = h(a + zε) = h2(a + zε) =
N
(
zε
a+zε−b
)
= N(z)N(ε)N(a + zε − b)−1. Kuvaus k0 : S1 → S1 on siis
kolmen jatkuvan kuvauksen tulo, joten Lauseen 5.11 nojalla sen aste
on näiden kuvausten asteiden summa. Ensimmäinen kuvaus z 7→ N(z)
on ympyrän S1 identtinen kuvaus idS1 . Kuvauksen idS1 ◦ p|I : I →
S1 p-nosto on välin I inkluusio joukkoon R, joten kuvauksen z 7→
N(z) aste on 1. Toinen kuvaus z 7→ N(ε) on vakiokuvaus, joten se
on nollahomotooppinen ja sen aste on 0. Kolmas kuvaus z 7→ N(a +
zε − b)−1 on myös nollahomotooppinen, sillä kuvaus ϕ : S1 × I → S1,
ϕ(z, t) = N(a + zεt − b)−1, on homotopia, jolla ϕ(z, 0) = N(a − b)−1
kaikilla z ∈ S1 ja ϕ(z, 1) = N(a+zε−b)−1. Kuvaus z 7→ N(a+zε−b)−1
on siis homotooppinen vakiokuvauksen kanssa. Tässä on huomattava,
että homotopia ϕ voidaan määritellä, sillä jokainen ympyrä {a + zεt :
z ∈ S1}, missä t ∈ I, sisältyy aina kuulaan B¯(a, ε) ⊂ P (a), ja toisaalta
oletuksen mukaan b 6∈ P (a), joten a+ zεt− b 6= 0 kaikilla t ∈ I.
Kuvauksen k0 asteeksi saadaan siis deg(k0) = 1 + 0 + 0 = 1. Tästä
päädytään ristiriitaan, sillä yhdistämällä edellä saadut tulokset saa-
daan 1 = deg(k0) = deg(k1) = 0. Vastaoletuksen täytyy siis olla väärä,
eikä kuvaus f ole nollahomotooppinen. 2
Tämän luvun viimeisessä lausessa osoitetaan Eilenbergin kriteerin
avulla, että joukko C\K on polkuyhtenäinen, jos joukko K on homeo-
morﬁnen välin I tai neliön I2 kanssa. Tätä tulosta käytetään myöhem-
min Lauseessa 8.4, jossa osoitetaan, että Jordanin käyrä J ⊂ R2 on
avaruuden R2 \ J jokaisen polkukomponentin reuna.
Lause 7.8. Olkoon K avaruuden C osajoukko, joka on homeomorﬁnen
avaruuden I tai I2 kanssa. Tällöin joukko C \K on polkuyhtenäinen.
Todistus: Olkoon X = I tai X = I2. Avaruus X on kummassakin
tapauksessa kompakti. Oletetaan, että joukko K on homeomorﬁnen
avaruuden X kanssa. Tällöin myös joukko K on kompakti. Olkoot a,
b ∈ C \ K. Olkoon g : X → K homeomorﬁsmi ja olkoon f : K → S1
kuten Lauseessa 7.7. Yhdistetty kuvaus f ◦ g : X → S1 on nollahomo-
tooppinen, mikä nähdään esimerkiksi homotopiasta h : X × I → S1,
h(x, t) = f(g((1− t)x+ tx0)), missä x0 ∈ X. Näin myös f = f ◦ g ◦ g−1
on Lauseen 5.4 nojalla nollahomotooppinen, ja siten Lauseen 7.7 no-
jalla pisteet a ja b kuuluvat joukon C\K samaan polkukomponenttiin.
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Nämä pisteet saattoivat olla joukon C\K mitkä tahansa pisteet, joten
tämän joukon on oltava polkuyhtenäinen. 2
8. Jordanin käyrälause: todistus II
Tässä luvussa esitetään toinen todistus Jordanin käyrälauseelle. To-
distus pohjautuu pääasiassa edellisessä luvussa esitettyihin tuloksiin,
erityisesti Eilenbergin kriteeriin (Lause 7.7), sekä luvun 5 Lauseeseen
5.13.
Olkoon Θ = S1 ∪ [−1, 1]. Joukko Θ sisältää kolme Jordanin käyrää:
ympyrän S1, ylemmän puoliympyrän U ja alemman puoliympyrän L.
Olkoon j0 : S1 → Θ inkluusio. Määritellään upotukset j1, j2 : S1 → Θ
asettamalla
j1(x, y) =
{
(x, y), y ≥ 0
(x, 0), y ≤ 0,
j2(x, y) =
{
(x, 0), y ≥ 0
(x, y), y ≤ 0.
Kuvaus j1 kuvaa ympyrän S1 homeomorﬁsesti ylemmäksi puoliympy-
räksi U ja kuvaus j2 kuvaa ympyrän S1 homeomorﬁsesti alemmak-
si puoliympyräksi L. Seuraavassa lauseessa tarkastellaan yhdistettyjen
kuvausten f ◦ ji asteita, kun f : Θ→ S1 on jatkuva kuvaus.
Lause 8.1. Olkoon f : Θ → S1 jatkuva kuvaus. Tällöin deg(f ◦ j0) =
deg(f ◦ j1) + deg(f ◦ j2).
Todistus: Lauseen 5.9 nojalla kuvauksella f ◦ j0 ◦ p |I : I → S1 on
p-nosto g0 : I → R. Määritellään kuvaus η : I → [−1, 1] asettamalla
η(x) = 2x−1. Yhdistetyllä kuvauksella f |[−1, 1]◦η : I → S1 on Lauseen
5.9 nojalla p-nosto h : I → R. Koska p(h(0)) = f(η(0)) = f(−1) =
p(g0(1/2)), niin nosto h voidaan valita niin, että h(0) = g0(1/2). Yh-
distetty kuvaus h0 = h ◦ η−1 : [−1, 1] → R on kuvauksen f |[−1, 1]
nosto, sillä p(h0(x)) = p(h(η−1(x))) = f(η(η−1(x))) = f(x) kaikilla
x ∈ [−1, 1]. Lisäksi h0(−1) = h(η−1(−1)) = h(0) = g0(1/2).
Määritellään kuvauksien f ◦ j1 ◦ p |I ja f ◦ j2 ◦ p |I nostot g1 ja
g2 : I → R nostojen g0 ja h0 avulla asettamalla
g1(x) =
{
g0(x), x ∈ [0, 1/2]
h0(cos 2pix), x ∈ [1/2, 1],
g2(x) =
{
h0(cos 2pix), x ∈ [0, 1/2]
g0(x), x ∈ [1/2, 1].
Kuvaukset g1 ja g2 ovat jatkuvia, sillä kuvaukset g0 ja h0 ovat jat-
kuvia, ja kun x = 1/2, niin g0(1/2) = h0(−1) = h0(cos pi). Kuvaus
g1 on kuvauksen f ◦ j1 ◦ p |I nosto, sillä jos x ∈ [0, 1/2], niin tällöin
f(j1(p(x))) = f(j0(p(x))) = p(g0(x)), ja jos x ∈ [1/2, 1], niin tällöin
f(j1(p(x))) = f(j1(e
2piix)) = f(cos 2pix) = p(h0(cos 2pix)). Vastaavalla
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tavalla voidaan varmistaa, että kuvaus g2 on kuvauksen f ◦ j2 ◦ p |I
nosto.
Näin siis deg(f ◦ j0) = g0(1)−g0(0) = g0(1)−h0(1)+h0(1)−g0(0) =
g0(1)− h0(cos 0) + h0(cos 2pi)− g0(0) = g2(1)− g2(0) + g1(1)− g1(0) =
deg(f ◦ j2) + deg(f ◦ j1). 2
Seuraava määritelmä on tarpeen Lauseen 8.3 muotoilemiseksi.
Määritelmä 8.2. Olkoon A topologisen avaruuden X osajoukko ja
olkoot pisteet x1, x2 ∈ X \A. Sanotaan, että joukko A erottaa pisteet
x1 ja x2, jos ne kuuluvat joukon X \ A eri polkukomponentteihin.
Eilenbergin kriteerion avulla voidaan todistaa seuraava lause, jonka
avulla myöhemmin tutkitaan Jordanin käyrän J ⊂ R2 komplementin
R2 \ J polkukomponenttien lukumäärää.
Lause 8.3. Olkoon g : Θ→ C upotus ja olkoot a, b ∈ C\gΘ. Oletetaan,
että joukoista gS1, gU ja gL jotkin kaksi eivät erota pisteitä a ja b.
Tällöin myöskään kolmas näistä joukoista ei erota niitä.
Todistus: Olkoon f : gΘ → S1, f(z) = N ( z−a
z−b
)
, kuten Lauseessa 7.7.
Lauseen 7.7 mukaan joukko gS1 ei erota pisteitä a ja b, jos ja vain jos
rajoittuma f |gS1 on nollahomotooppinen. Osoitetaan, että rajoittuma
f |gS1 on nollahomotooppinen jos ja vain jos sitä vastaavan kuvauksen
f ◦ g ◦ j0 : S1 → S1 aste on 0:
Oletetaan, että f |gS1 on nollahomotooppinen. Tällöin Lauseen 5.13
nojalla sillä on p-nosto f˜ : gS1 → R. Yhdistetty kuvaus f˜ ◦g ◦j0 : S1 →
R on kuvauksen f ◦g◦j0 : S1 → S1 p-nosto, sillä p◦ f˜ ◦g◦j0 = f ◦g◦j0.
Näin Lauseen 5.11 nojalla kuvauksen f ◦ g ◦ j0 aste on nolla.
Oletetaan, että deg(f ◦ g ◦ j0) = 0. Lauseen 5.11 nojalla kuvauksella
f ◦ g ◦ j0 : S1 → S1 on tällöin p-nosto h : S1 → R. Kuvaukset g ja j0
ovat upotuksia, joten voidaan määritellä yhdistetty kuvaus h ◦ j−10 ◦
g−1 : gS1 → R. Tämä on kuvauksen f |gS1 nosto, sillä p◦h◦j−10 ◦g−1 =
f ◦ g ◦ j0 ◦ j−10 ◦ g−1 = f . Siis kuvaus f |gS1 on Lauseen 5.13 nojalla
nollahomotooppinen.
Näin saadaan pääteltyä, että joukko gS1 ei erota pisteitä a ja b, jos
ja vain jos deg(f ◦g ◦ j0) = 0. Vastaavalla tavalla voidaan päätellä, että
joukko gU ei erota pisteitä a ja b, jos ja vain jos deg(f ◦ g ◦ j1) = 0, ja
että joukko gL ei erota pisteitä a ja b, jos ja vain jos deg(f ◦g ◦ j2) = 0.
Yhdistetty kuvaus f ◦ g : Θ → S1 on jatkuva, joten Lauseen 8.1
nojalla deg(f ◦ g ◦ j0) = deg(f ◦ g ◦ j1) + deg(f ◦ g ◦ j2). Oletuksen
mukaan joukoista gS1, gU ja gL jotkin kaksi eivät erota pisteitä a ja
b, eli kaksi näistä asteista on 0. Yhtälöstä nähdään, että tällöin myös
kolmannen asteen täytyy olla 0. Tämä taas tarkoittaa, ettei myöskään
kolmas joukko joukoista gS1, gU ja gL erota pisteitä a ja b. 2
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Seuraavassa lauseessa osoitetaan, että Jordanin käyrä J ⊂ R2 on
joukon R2 \ J jokaisen polkukomponentin reuna. Todistus nojautuu
erityisesti luvun 7 Lauseeseen 7.8.
Lause 8.4. Olkoon J ⊂ R2 Jordanin käyrä. Tällöin joukon R2 \ J
jokaisen polkukomponentin reuna on J .
Todistus: Olkoon J ⊂ R2 Jordanin käyrä ja olkoon X jokin joukon
R2\J polkukomponentti. Lauseen 7.2 nojalla joukko R2\J on lokaalisti
polkuyhtenäinen, sillä J on suljettu. Lauseen 7.3 mukaan X on avoin ja
Lauseen 7.5 mukaan X ∪ J on suljettu avaruudessa R2. Näin ∂X ⊂ J .
Osoitetaan vielä, että J ⊂ ∂X. Olkoon ε > 0. Olkoon x ∈ J . Jorda-
nin käyrä J on homeomorﬁnen ympyrän S1 kanssa, joten on olemassa
kaari A ⊂ J ∩ B(x, ε), joka on avoin joukossa J ja sisältää pisteen
x. Joukko K = J \ A on suljettu joukossa J ja homeomorﬁnen välin
I kanssa. Lauseen 7.8 mukaan joukko R2 \K on polkuyhtenäinen. On
siis olemassa joukon R2\K polku α : I → R2\K, joka yhdistää pisteen
x0 ∈ X pisteeseen x ∈ A. Kuvajoukko αI on yhtenäinen ja kohtaa sekä
joukon X että joukon A ⊂ R2 \X, joten se kohtaa reunan ∂X. Olkoon
y ∈ αI ∩ ∂X. Edellä todettiin, että ∂X ⊂ J , joten y ∈ J . Kuvajoukko
αI ⊂ R2 \K, joten y ei voi kuulua kaareen K vaan sen täytyy kuulua
kaareen A. Siis y ∈ A ∩ ∂X. Kaari A sisältyy kuulaan B(x, ε), joten
joukon X reuna kohtaa kuulan B(x, ε). Siten d(x, ∂X) < ε. Tämä pä-
tee olipa ε > 0 miten pieni tahansa, joten täytyy olla d(x, ∂X) = 0.
Reuna ∂X on suljettu, joten näin x ∈ ∂X. Siis J ⊂ ∂X. 2
Siirrytään tarkastelemaan tason Jordanin käyrää, joka sisältää ja-
nan. Lauseiden 8.3 ja 8.4 avulla voidaan osoittaa, että tällöin Jordanin
käyrän komplementilla on täsmälleen kaksi polkukomponenttia.
Lause 8.5. Olkoon J ⊂ R2 Jordanin käyrä, joka sisältää janan. Täl-
löin joukolla R2 \ J on täsmälleen kaksi polkukomponenttia.
Todistus: Olkoon Jordanin käyrän sisältämä jana K. Olkoon x ∈ K
jokin piste, joka ei ole janan K päätepiste. Olkoon 0 < r < d(x, J \K).
Olkoon K0 = K ∩ B¯(x, r) ja K1 = J \ intJK0, missä intJK0 tarkoittaa
janan K0 sisäpisteitä joukossa J . Joukot K0 ja K1 ovat siis molemmat
suljettuja joukossa J .
Joukolla B(x, r) \ K0 on kaksi komponenttia, olkoot ne X0 ja X1.
Joukko S(x, r) \ K0 muodostuu vastaavasti kahdesta kaaresta A0 ja
A1. Voidaan olettaa, että ∂X0 = A0∪K0 ja ∂X1 = A1∪K0 (Kuva 25).
Lauseen 8.4 mukaan jokaisen joukon R2 \ J polkukomponentin reuna
on J . Näin jokainen tällainen polkukomponentti kohtaa välttämättä
kuulan B(x, r) ja sisältää joko polkuyhtenäisen joukon X0 tai X1. Siis
joukolla R2 \ J on enintään kaksi polkukomponenttia.
Osoitetaan vielä, että polkukomponentteja on vähintään kaksi, mikä
todistaa väitteen. Olkoot x0 ∈ X0 ja x1 ∈ X1. Osoitetaan, että Jordanin
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Kuva 25
käyrä J erottaa pisteet x0 ja x1: On olemassa sellainen homeomorﬁsmi
g : Θ→ J ∪A0, että gS1 = A0 ∪K1, gU = A0 ∪K0 ja gL = K0 ∪K1 =
J . Joukko gS1 = A0 ∪ K1 ei kohtaa kuulaa B(x, r) eikä siten erota
pisteitä x0 ja x1. Joukko gU = A0 ∪ K0 puolestaa erottaa pisteet x0
ja x1. Näin Lauseen 8.3 nojalla myös joukko gL = J erottaa pisteet
x0 ja x1, eli ne kuuluvat joukon R2 \ J eri polkukomponentteihin. Siis
polkukomponentteja on vähintään kaksi. 2
Nyt voidaan muotoilla ja todistaa varsinainen Jordanin käyrälause.
Todistuksessa yleistetään aluksi Lauseen 8.5 tulos koskemaan jokaista
tason Jordanin käyrää J ⊂ R2 eli osoitetaan, että joukolla R2 \ J on
aina täsmälleen kaksi polkukomponenttia. Sen jälkeen osoitetaan, että
kyseiset polkukomponentit ovat joukon R2 \ J komponentit. Lauseen
8.4 nojalla Jordanin käyrä on niiden kummankin reuna.
Lause 8.6 (Jordanin käyrälause). Olkoon J ⊂ R2 Jordanin käyrä.
Tällöin joukolla R2\J on kaksi komponenttia, joiden molempien reuna
on J .
Todistus: Olkoon J ⊂ R2 Jordanin käyrä. Osoitetaan aluksi, että jou-
kolla R2\J on täsmälleen kaksi polkukomponenttia. Olkoot x′ ja y′ ∈ J .
Jos jana [x′, y′] sisältyy kokonaisuudessaan Jordanin käyrään J , niin
kysymyksessä on Lauseen 8.5 tilanne, jossa väite on jo todistettu. Voi-
daan siis olettaa, että on olemassa tämän janan piste z0, joka ei kuulu
käyrään J . Joukko J ∩ [x′, z0] on kompakti ja kuvaus d : z 7→ |z − z0|
on jatkuva. Näin on olemassa piste x ∈ J ∩ [x′, z0], jossa kuvaus d saa
pienimmän arvonsa joukossa J ∩ [x′, z0]. Tällöin ]x, z0] ⊂ R2 \ J . Piste
z0 6∈ J ∩ [x′, z0], joten x 6= z0. Olkoon vastaavasti y ∈ J ∩ [z0, y′] se pis-
te, jossa kuvaus d saa pienimmän arvonsa joukossa J ∩ [z0, y′]. Tällöin
[z0, y[⊂ R2 \ J . Piste z0 6∈ J ∩ [z0, y′], joten y 6= z0. Pisteet x ja y jaka-
vat Jordanin käyrän J kahdeksi kaareksi A0 ja A1, joiden molempien
päätepisteet ne ovat (Kuva 26). Lisäksi A0∩]x, y[= ∅ = A1∩]x, y[.
Olkoon z ∈ A0 ja olkoon 0 < r < d(z, A1∪[x, y]). Näin B(z, r)∩A1 =
∅ = B(z, r)∩ [x, y]. Tarkastellaan joukkoa A0 ∪ [x, y], joka on Jordanin
käyrä. Se sisältää janan [x, y], joten Lauseen 8.5 perusteella tiedetään,
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Kuva 26
että joukolla R2 \(A0∪ [x, y]) on kaksi polkukomponenttia. Lauseen 8.4
mukaan A0∪[x, y] on joukon R2\(A0∪[x, y]) jokaisen polkukomponentin
reuna, joten jokainen joukon R2\(A0∪ [x, y]) polkukomponentti kohtaa
kuulan B(z, r). Näin voidaan valita pisteet a ja b ∈ B(z, r) niin, että
ne kuuluvat joukon R2 \ (A0 ∪ [x, y]) eri polkukomponentteihin. On
olemassa sellainen homeomorﬁsmi g : Θ → J ∪ [x, y], että gS1 = J ,
gU = A0∪ [x, y] ja gL = [x, y]∪A1. Joukko gU = A0∪ [x, y] erottaa siis
pisteet a ja b, kun taas joukko gL = [x, y]∪A1 ei kohtaa kuulaa B(z, r)
eikä siten erota pisteitä a ja b ∈ B(z, r). Näin Lauseen 8.3 nojalla myös
joukko gS1 = J erottaa pisteet a ja b. Siis joukolla R2 \ J on ainakin
kaksi polkukomponenttia.
Osoitetaan, että joukolla R2 \ J on enintään kaksi polkukomponent-
tia. Tehdään vastaoletus, että sillä on ainakin kolme polkukomponent-
tia. Lauseen 8.4 mukaan jokainen joukon R2\J polkukomponentti koh-
taa kuulan B(z, r), joten voidaan valita pisteet a, b ja c ∈ B(z, r) niin,
että jokainen niistä kuuluu eri polkukomponenttiin. Kaksi näistä pis-
teistä kuitenkin välttämättä kuuluu joukon R2 \ (A0 ∪ [x, y]) samaan
polkukomponenttiin, ja voidaan olettaa, että ne ovat pisteet b ja c.
Siis joukko gU = A0 ∪ [x, y] ei erota pisteitä b ja c. Myöskään joukko
gL = [x, y] ∪ A1 ei erota niitä, sillä se ei edes kohtaa kuulaa B(z, r).
Näin Lauseen 8.3 nojalla myöskään joukko gS1 = J ei erota niitä, vaan
ne kuuluvat joukon R2 \ J samaan polkukomponenttiin. Tämä on ris-
tiriita, joten vastaoletuksen täytyy olla väärä. Siis joukolla R2 \ J on
enintään kaksi polkukomponenttia.
Joukolla R2 \ J on siis täsmälleen kaksi polkukomponenttia. Kum-
pikin polkukomponentti on yhtenäinen, joten joukolla R2 \ J on enin-
tään kaksi komponenttia. Osoitetaan vielä, että sillä on vähintään kaksi
komponenttia: Lauseen 7.2 nojalla joukko R2 \ J on lokaalisti polku-
yhtenäinen, sillä J on kompakti. Jos joukolla R2 \ J olisi vain yksi
komponentti, eli se olisi yhtenäinen, niin Lauseen 7.4 nojalla se oli-
si polkuyhtenäinen. Tämä on kuitenkin ristiriita, sillä tiedetään, että
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joukolla R2 \J on kaksi polkukomponenttia. Näin on siis saatu osoitet-
tua, että joukolla R2 \ J on kaksi komponenttia, jotka ovat myös sen
polkukomponentit, ja Lauseen 8.4 nojalla molempien reuna on J . 2
9. Schönfliesin lause monikulmioille
Tämän luvun tavoite on todistaa monikulmioita koskeva Schönﬂiesin
lause. Sen mukaan jokainen tason kahden monikulmion J ja J ′ välinen
homeomorﬁsmi f : J → J ′ voidaan jatkaa koko tason homeomorﬁsmiksi
h : R2 → R2. Tämän ja seuraavan luvun lähteenä on käytetty kirjaa [3].
Aloitetaan tarkastelemalla n-ulotteista euklidista avaruutta Rn. Ol-
koon E ⊂ Rn k-ulotteinen vektorialiavaruus (k < n). Olkoon z ∈ Rn.
Merkitään H = z + E = {z + x : x ∈ E}. Tällöin joukko H on k-
ulotteinen aﬃini aliavaruus. Jos dimensio k = 1, niin joukko H on
suora, ja jos k = 2, niin joukko H on taso.
Olkoon F ⊂ Rn. Tarkastellaan kaikkia avaruuden Rn aﬃineja ali-
avaruuksia, joiden dimensio k < n. Oletetaan, että jokainen tällainen
aﬃini aliavaruus sisältää enintään k + 1 kappaletta joukon F pisteitä.
Tällöin sanotaan, että joukon F pisteet ovat aﬃinisti riippumattomia
avaruudessa Rn. Siis jos F ⊂ R2, niin joukon F pisteet ovat aﬃinis-
ti riippumattomia, jos niistä mitkään kolme eivät ole samalla suoralla.
Vastaavasti, jos F ⊂ R3, niin joukon F pisteet ovat aﬃinisti riippu-
mattomia, jos niistä mitkään neljä eivät ole samassa tasossa.
Joukon F ⊂ Rn konveksi verho on kaikkien sellaisten konveksien
joukkojen leikkaus, jotka sisältävät joukon F . Se on siis pienin konveksi
joukko, johon joukko F sisältyy.
Näiden käsitteiden avulla voidaan määritellä tässä luvussa keskeinen
käsite k-ulotteinen simpleksi :
Määritelmä 9.1. Olkoon F = {v0, v1, . . . , vk} ⊂ Rn joukko aﬃinis-
ti riippumattomia pisteitä (k ≤ n). Joukon F konveksi verho on k-
ulotteinen simpleksi tai lyhyemmin k-simpleksi σk = v0v1 . . . vk. Jou-
kon F pisteet ovat simpleksin σk kärjet. Jos G ⊂ F , niin joukon G
konveksi verho τ on myös simpleksi ja sanotaan, että se on simpleksin
σk tahko tai tarkemmin j-tahko, jos τ on j-simpleksi. Tällöin merki-
tään τ < σk. Jos τ < σk on 1-tahko, niin sanotaan myös, että τ on
simpleksin σk särmä.
Havaitaan, että nollaulotteinen simpleksi on piste, yksiulotteinen
simpleksi on jana, kaksiulotteinen simpleksi on kolmio ja kolmiulottei-
nen simpleksi on tetraedri. Tarkastellaan seuraavaksi tarkemmin kak-
siulotteisia simpleksejä.
Lause 9.2. Olkoon {v0, v1, v2} ⊂ R2 joukko aﬃinisti riippumattomia
pisteitä. Tällöin v0v1v2 = {v ∈ R2 : v =
∑
αivi, αi ≥ 0,
∑
αi = 1}.
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Kuva 27
Todistus: Osoitetaan aluksi, että joukko V = {v ∈ R2 : v =∑αivi, αi ≥
0,
∑
αi = 1} on kolmio K, jonka kärkipisteet ovat v0, v1 ja v2. Ol-
koon x ∈ K. Kuvan 27 merkinnöillä x = v0 + a−−→v0v1 + b−→yv2, missä
y ∈ [v0, v1] ja 0 ≤ a, b ≤ 1. Välivaiheiden kautta tästä saadaan x =
v0+a(v1−v0)+b(a(v0−v1)+v2−v0) = (1−a)(1−b)v0+a(1−b)v1+bv2.
Merkitään α0 = (1− a)(1− b), α1 = a(1− b) ja α2 = b, jolloin αi ≥ 0
jokaisella i ∈ {1, 2, 3} ja ∑αi = 1. Siis x ∈ V eli K ⊂ V .
Olkoon sitten v ∈ V . Tällöin v = ∑αivi. Merkitään b = α2 ja
a = α1
1−α2 =
α1
α1+α0
. Tällöin 0 ≤ a, b ≤ 1 ja lisäksi (1 − a)(1 − b) = 1 −
α1−α2 = α0 ja a(1−b) = α1. Näin ollen v =
∑
αivi = v0+a
−−→v0v1+b−→yv2,
missä y ∈ [v0, v1]. Siis v ∈ K eli V ⊂ K.
Kolmio V = K on konveksi ja sisältää joukon {v0, v1, v2}, joten se
sisältää myös simpleksin σ = v0v1v2. Tehdään vastaoletus, että σ ( V .
Tällöin on siis olemassa piste v ∈ V \σ. Simpleksi σ on konveksi, joten
sen täytyy sisältää janat [vi, vj] kaikilla i, j ∈ {1, 2, 3}. Näin piste v
on kolmion V sisäpiste. Pisteiden v2 ja v kautta kulkeva suora leikkaa
janan [v0, v1] jossain pisteessä w. Koska v2, w ∈ σ ja σ on konveksi, niin
tällöin myös [v2, w] ⊂ σ, erityisesti v ∈ σ. Tämä on kuitenkin ristiriita,
sillä oletettiin, että v /∈ σ. Siis vastaoletus on väärä ja σ = V . 2
Seuraavassa lauseessa osoitetaan, että tason jokaisen 2-simpleksin
kärkien avulla voidaan muodostaa kanta vektoriavaruudelle R2. Tätä
tulosta tarvitaan Lauseessa 9.4.
Lause 9.3. Olkoon {v0, v1, v2} ⊂ R2 joukko aﬃinisti riippumattomia
pisteitä. Tällöin pisteet v′1 = v1 − v0 ja v′2 = v2 − v0 ovat lineaarisesti
riippumattomat ja muodostavat siten vektoriavaruuden R2 kannan.
Todistus: Pisteet v0, v1 ja v2 ovat oletuksen mukaan aﬃinisti riip-
pumattomia avaruudessa R2, joten ne ovat kolme eri pistettä. Näin
v′1 6= 0 6= v′2. Tehdään vastaoletus, että pisteet v′1 ja v′2 ovat lineaarisesti
riippuvat. Tällöin v′1 = av′2 jollain a ∈ R\{0}. Näin v1−v0 = a(v2−v0)
eli v1 = v0+a−−→v0v2, joten piste v1 on pisteiden v0 ja v2 kautta kulkevalla
suoralla. Tämä on kuitenkin ristiriita, sillä oletuksen mukaan pisteet
v0, v1 ja v2 ovat aﬃinisti riippumattomia. Siis pisteet v′1 ja v′2 ovat
lineaarisesti riippumattomat. Avaruuden R2 dimensio on kaksi, joten
pisteet v′1 ja v′2 muodostavat sen kannan. 2
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Jatketaan tason 2-simpleksien tarkastelua. Osoitetaan seuraavaksi,
että on olemassa tason R2 homeomorﬁsmi, joka kuvaa simpleksin toi-
seksi simpleksiksi niin, että kärjet kuvautuvat kärjiksi.
Lause 9.4. Olkoot σ2 = v0v1v2 ja τ 2 = w0w1w2 2-simpleksejä avaruu-
dessa R2. Tällöin on olemassa sellainen homeomorﬁsmi f : R2 → R2,
että f(vi) = wi ja fσ2 = τ 2.
Todistus: Kuvaukset g1 : x 7→ x − v0 ja g2 : x 7→ x + w0 ovat homeo-
morﬁsmeja R2 → R2. Merkitään v′i = vi − v0 ja w′i = wi − w0 kun
i = 1, 2. Lauseen 9.3 nojalla pisteet v′i muodostavat avaruuden R2 kan-
nan, samoin pisteet w′i. On siis olemassa yksi sellainen lineaarikuvaus
h : R2 → R2, että h(v′i) = w′i kun i = 1, 2. Lisäksi h(α1v′1 + α2v′2) =
α1w
′
1 + α2w
′
2 = 0 jos ja vain jos α1 = 0 = α2, joten lineaarikuvauksen
h ydin Ker(h) = {0} eli kuvaus h on injektio. Tällöin lineaarikuvaus
h on homeomorﬁsmi, mikä on todistettu kirjassa [6], Lause 15.13. Yh-
distetty kuvaus f = g2 ◦ h ◦ g1 on siis homeomorﬁsmi. Lisäksi kun
i ∈ {1, 2}, niin f(vi) = g2(h(g1(vi))) = g2(h(v′i)) = g2(w′i) = wi, ja
f(v0) = g2(h(g1(v0))) = g2(h(0)) = g2(0) = w0.
Lauseen 9.2 nojalla σ2 = {v ∈ R2 : v =∑αivi, αi ≥ 0,∑αi = 1} ja
τ 2 = {w ∈ R2 : w = ∑αiwi, αi ≥ 0,∑αi = 1}. Lisäksi f(∑αivi) =
g2(h(
∑
αivi − v0)) = g2(h(0 + α1v′1 + α2v′2)) = g2(α1w′1 + α2w′2) =
α1w
′
1 + α2w
′
2 + w0 = α1w
′
1 + α2w
′
2 + α1w0 + α2w0 + α3w0 =
∑
αiwi.
(Tässä on huomattava, että
∑
αi = 1.) Siis fσ2 = τ 2. 2
Lauseesta 9.4 seuraa erityisesti, että kaikki tason 2-simpleksit ovat
keskenään homeomorﬁsia:
Lause 9.5. Olkoot σ2 = v0v1v2 ja τ 2 = w0w1w2 2-simpleksejä avaruu-
dessa R2. Tällöin on olemassa sellainen homeomorﬁsmi h : σ2 → τ 2,
että h(vi) = wi.
Todistus: Lauseen 9.4 nojalla on olemassa homeomorﬁsmi f : R2 → R2,
jolla f(vi) = wi ja fσ2 = τ 2. Olkoon h : σ2 → τ 2 homeomorﬁsmin
f rajoittuman f |σ2 määrittelemä kuvaus. Lemman 2.5 nojalla se on
homeomorﬁsmi. Lisäksi h(vi) = wi. 2
Siirrytään tarkastelemaan avaruuden Rn simpleksien kokoelmia. Aloi-
tetaan asettamalla seuraava määritelmä:
Määritelmä 9.6. Kokoelma ∆ avaruuden Rn simpleksejä on komplek-
si, jos seuraavat ehdot toteutuvat
(1) Jos σ ∈ ∆, niin myös jokainen simpleksin σ tahko τ ∈ ∆.
(2) Jos σ, τ ∈ ∆ ja σ ∩ τ 6= ∅, niin σ ∩ τ on sekä simpleksin σ että
simpleksin τ tahko.
(3) Jokainen simpleksi σ ∈ ∆ sisältyy avoimeen joukkoon U , joka
kohtaa vain äärellisen määrän kokoelman ∆ jäseniä.
Jos ∆ on kompleksi, niin merkinnällä |∆| tarkoitetaan siihen kuu-
luvien simpleksien yhdistettä. Siis |∆| = ∪σ∈∆σ ⊂ Rn. Sanotaan, että
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joukko |∆| on monitahokas. Jos kompleksi ∆ on äärellinen eli siihen
kuuluu äärellisen monta simpleksiä, niin |∆| on äärellinen monitaho-
kas. Sanotaan myös, että kompleksi ∆ on joukon |∆| kolmiointi.
Jordanin käyrälauseen nojalla tiedetään, että jos J ⊂ R2 on moni-
kulmio, niin joukolla R2 \ J on täsmälleen kaksi komponenttia, joista
toinen on rajoitettu ja toinen on rajoittamaton. OlkoonX joukon R2\J
rajoitettu komponentti. Jatkossa komponenttia X kutsutaan myös mo-
nikulmion J sisäpuoleksi. Seuraavassa lauseessa osoitetaan, että joukko
X¯ = X ∪ J on äärellinen monitahokas.
Lause 9.7. Olkoon J ⊂ R2 monikulmio ja olkoon X ⊂ R2 monikul-
mion J sisäpuoli. Tällöin on olemassa sellainen äärellinen kompleksi
∆ ⊂ R2, että |∆| = X¯. Siis X¯ on äärellinen monitahokas ja ∆ on sen
kolmiointi.
Todistus: Olkoon J ⊂ R2 monikulmio. Olkoot l1, . . . , ln monikulmion
J sivujen määräämät suorat. Jokainen suora li jakaa tason R2 kah-
deksi suljetuksi puolitasoksi Ei ja Fi, joiden molempien reuna se on
(Kuva 28). Tarkastellaan leikkauksia ∩ni=1Yi, missä Yi ∈ {Ei, Fi} jokai-
sella i ∈ {1, . . . , n}. Näitä on 2n kappaletta, joista osa voi olla tyhjiä.
Jokainen leikkausjoukko on suljettujen joukkojen leikkauksena suljettu.
Kuva 28
Osoitetaan seuraavaksi, että jokainen epätyhjä leikkausjoukko on kon-
veksi: Olkoot x,y ∈ ∩ni=1Yi. Tällöin pisteet x ja y kuuluvat joukkoon
Yi jokaisella indeksillä i. Joukot Yi ovat suljettuja puolitasoja, joten ja-
na [x, y] ⊂ Yi jokaisella indeksillä i. Näin [x, y] ⊂ ∩ni=1Yi, eli leikkaus
∩ni=1Yi on konveksi.
Näin suorat li jakavat tason R2 äärellisen moneksi suljetuksi ja kon-
veksiksi joukoksi K1, . . . , Km, joiden jokaisen reuna sisältyy suorien li
yhdisteeseen; tarkemmin sanottuna ∂Kj = Kj ∩ (∪ni=1li) jokaisella in-
deksillä j. Olkoon j ∈ {1, . . . ,m}. Tarkastellaan seuraavaksi leikkaus-
ta Kj ∩ X¯. Jos se on epätyhjä, on kaksi vaihtoehtoa: joko Kj ⊂ X¯
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Kuva 29
tai Kj ∩ X¯ ⊂ J . Tästä voidaan päätellä, että joukko X¯ on yhdiste
niistä joukoista Kj, jotka sisältyvät joukkoon X¯. Voidaan siis merkitä
X¯ = ∪kj=1Kj. Jokaisella 1 ≤ j ≤ k joukko ∂Kj muodostuu äärellises-
tä määrästä janoja eli 1-simpleksejä. Voidaan olettaa, että jos kahdella
tällaisella janalla on sama päätepiste, niin nämä janat ovat erisuun-
taisia. Jokaisella 1 ≤ j ≤ k valitaan piste wj ∈ Kj \ ∂Kj ja jokais-
ta 1-simpleksiä vv′ ⊂ ∂Kj kohti muodostetaan 2-simpleksi wjvv′ ku-
ten kuvassa 29. Kaikkien tällaisten 2-simpleksien kokoelma on haluttu
kompleksi ∆. 2
Jos J ⊂ R2 on monikulmio ja X sen sisäpuoli, niin Lauseen 9.7
mukaan on aina olemassa sellainen äärellinen kompleksi ∆ ⊂ R2, et-
tä |∆| = X¯. Voidaan siis asettaa seuraava määritelmä, jonka avulla
voidaan kuvata simpleksin sijaintia monikulmion määräämässä moni-
tahokkaassa:
Määritelmä 9.8. Olkoon J ⊂ R2 monikulmio ja olkoon X sen sisä-
puoli. Olkoon ∆ monitahokkaan X¯ kolmiointi. Oletetaan, että σ2 ∈ ∆
ja että joukko σ2 ∩ J koostuu yhdestä tai kahdesta simpleksin σ2 sär-
mästä. Tällöin sanotaan, että simpleksi σ2 on vapaa kompleksissa ∆.
Voidaan myös sanoa, että simpleksi σ2 on vapaa.
Kuva 30
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Kuvassa 30 siis simpleksit 1,3,4 ja 7 ovat vapaita mutta simpleksit
2, 5 ja 6 eivät ole vapaita. Yleisemmin tason monikulmion määrää-
män monitahokkaan kolmiointiin, johon kuuluu ainakin kaksi simplek-
siä, kuuluu aina ainakin kaksi vapaata simpleksiä. Tämä osoitetaan
seuraavassa lauseessa:
Lause 9.9. Olkoon J ⊂ R2 monikulmio ja olkoon X sen sisäpuoli.
Olkoon ∆ monitahokkaan X¯ kolmiointi. Oletetaan, että kompleksiin
∆ kuuluu ainakin kaksi 2-simpleksiä. Tällöin siihen kuuluu vähintään
kaksi vapaata 2-simpleksiä.
Todistus: Todistetaan väite induktiolla kompleksiin kuuluvien simplek-
sien lukumäärän suhteen. Jos kompleksiin ∆ kuuluu tasan kaksi 2-
simpleksiä, niin ne ovat vapaita. Tehdään induktio-oletus, jonka mu-
kaan väite pätee jokaisella monikulmiolla, jonka määräämän monita-
hokkaan kolmioinnissa on vähemmän simpleksejä kuin kompleksissa
∆. Oletetaan, että kompleksiin ∆ kuuluu ainakin kolme 2-simpleksiä
ja osoitetaan, että väite pätee myös tässä tapauksessa.
Jos monikulmio J muodostuu vain yhden 2-simpleksin särmistä, niin
J on kolmio ja kompleksiin∆ kuuluu vain yksi simpleksi. Tämä on risti-
riita oletuksen kanssa, joten monikulmio J täytyy muodostua vähintään
kahden 2-simpleksin särmistä. Kompleksiin ∆ kuuluu siis vähintään
kaksi sellaista 2-simpleksiä, joiden jokin särmä sisältyy monikulmioon
J . Olkoot nämä simpleksit σ ja τ . Jos ne molemmat ovat vapaita, väite
pätee. Oletetaan, että simpleksi σ ei ole vapaa. Sen jokin särmä sisältyy
monikulmioon J , joten voidaan olettaa, että σ = v0v1v2 ja v0v1 ⊂ J .
Tarkastellaan leikkausta viv2 ∩ J , missä i ∈ {0, 1}. Kompleksin määri-
telmän ehdosta (2) johtuen joko viv2 ∩ J = viv2 tai viv2 ∩ J ⊂ {vi, v2}.
Simpleksi σ ei ole vapaa, joten v0v2 6⊂ J , v1v2 6⊂ J ja σ ∩ J 6= v0v1.
Tällöin välttämättä σ ∩ J = v0v1 ∪ {v2}.
Pisteet v0 ja v2 jakavat monikulmion J kahdeksi murtoviivaksi A1
ja A2. Olkoon Xi monikulmion Ai ∪ v0v2 sisäpuoli, i ∈ {1, 2}. Tällöin
X¯ = X¯1 ∪ X¯2. Olkoon Λi = {ρ ∈ ∆ : ρ ⊂ X¯i}, i ∈ {1, 2}. Siis
Λi on kompleksi, johon kuuluvat ne kompleksin ∆ simpleksit, jotka
sisältyvät joukkoon X¯i. Voidaan olettaa, että simpleksi σ tahkoineen
kuuluu kompleksiin Λ2 (Kuvat 31 ja 32).
Oletetaan aluksi, että sekä kompleksiin Λ1 että kompleksiin Λ2 kuu-
luu ainakin kaksi simpleksiä (Kuva 31). Tällöin niihin kumpaankin kuu-
luu induktio-oletuksen nojalla kaksi vapaata 2-simpleksiä. Voidaan siis
valita sellaiset vapaat 2-simpleksit σ1 ∈ Λ1 ja σ2 ∈ Λ2, että v0v2 6∈ σ1
ja σ2 6= σ. Näin simpleksit σ1 ja σ2 ovat vapaita myös kompleksissa ∆.
Oletetaan sitten, että kompleksissa Λ1 on vain yksi simpleksi (Ku-
va 32). Olkoon se σ1. Havaitaan, että simpleksi σ1 on vapaa komplek-
sissa ∆. Kompleksiin Λ2 puolestaan kuuluu välttämättä ainakin kaksi
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Kuva 31
simpleksiä: jos näin ei olisi, niin v1v2 ⊂ J ja simpleksi σ olisi vapaa, mi-
kä on ristiriita. Induktio-oletuksen nojalla kompleksiin Λ2 kuuluu siis
kaksi vapaata 2-simpleksiä kuten edellä. Näin voidaan valita sellainen
vapaa 2-simpleksi σ2 ∈ Λ2, että σ2 6= σ. Simpleksit σ1 ja σ2 ovat siis
vapaita kompleksissa ∆. 2
Kuva 32
Jatketaan tason monikulmioiden määräämien monitahokkaiden tar-
kastelua. Tavoitteena on seuraavaksi osoittaa, että on olemassa tason
R2 homeomorﬁsmi, joka kuvaa tällaisen monitahokkaan 2-simpleksiksi.
Tämä todistetaan Lauseessa 9.11. Todistuksessa tarvitaan seuraavaa
tulosta:
Lause 9.10. Olkoon J ⊂ R2 monikulmio ja olkoon X sen sisäpuoli.
Olkoon ∆ monitahokkaan X¯ kolmiointi. Oletetaan, että kompleksiin ∆
kuuluu vapaa 2-simpleksi σ = v0v1v2. Oletetaan, että joko σ ∩ J = v0v1
tai σ∩J = v0v2∪v2v1. Tällöin on olemassa sellaiset pisteet w0 ∈ v0v1,
w1 ja w2 kuten kuvissa 33 ja 34, että (v0w1v1 ∪ v0w2v1) ∩ J = σ ∩ J .
Todistus: Olkoon σ = v0v1v2 ∈ ∆ vapaa simpleksi. Oletuksen mu-
kaan joko σ ∩ J = v0v1 tai σ ∩ J = v0v2 ∪ v2v1, mistä seuraa, et-
tä σ ( X. Tarkastellaan aluksi tilannetta, jossa σ ∩ J = v0v1 (Kuva
33). Monikulmio J koostuu äärellisen monesta janasta L0, . . . , Ln−1,
n ≥ 3. Voidaan olettaa, että särmä v0v1 sisältyy janaan L1. Joukko
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Kuva 33
K = ∪{Li : 3 ≤ i ≤ n − 1} on joko tyhjä joukko tai murtoviiva.
Jos K = ∅, olkoon U = {x ∈ R2 : d(x, σ) < 1}. Jos K 6= ∅, olkoon
U = {x ∈ R2 : d(x, σ) < 1
2
d(σ,K)}. Etäisyys d(σ,K) > 0, sillä K ja
σ ovat erilliset kompaktit joukot. Joukko U on siis kummassakin ta-
pauksessa simpleksin σ ympäristö, joka ei kohtaa joukkoa K. Olkoon
w0 särmän v0v1 keskipiste. Tarkastellaan pisteiden w0 ja v2 kautta kul-
kevaa suoraa s. Olkoon s1 ⊂ s se pisteestä w0 alkava puolisuora, joka
pisteen w0 jokaisessa ympäristössä kohtaa joukon R2 \ X¯. Olkoon vas-
taavasti s2 ⊂ s se pisteestä v2 alkava puolisuora, joka pisteen v2 jokai-
sessa ympäristössä kohtaa joukon X \σ. Olkoon l0 janan L0 määräämä
suora ja olkoon l2 vastaavasti janan L2 määräämä suora.
Tarkastellaan puolisuoraa s1. On kaksi mahdollisuutta: joko s1∩ l0 =
∅ = s1 ∩ l2 tai s1 ∩ (l0 ∪ l2) 6= ∅. Ensimmäisessä tapauksessa valitaan
jokin piste w1 ∈ s1 ∩ U . Jälkimmäisessä tapauksessa leikkausjoukkoon
s1∩ (l0∪ l2) kuuluu enintään kaksi pistettä, joten pisteeksi w1 ∈ s1∩U
voidaan valita sellainen piste, että se on lähempänä pistettä w0 kuin
kumpikaan leikkausjoukon pisteistä. Tällöin [w1, vi] ∩ J = {vi}, kun
i ∈ {0, 1}. Siten v0w1v1 ∩ J = v0v1 = σ ∩ J .
Tarkastellaan puolisuoraa s2. Jälleen joko s2 ∩ l0 = ∅ = s2 ∩ l2 tai
s2 ∩ (l0 ∪ l2) 6= ∅. Ensimmäisessä tapauksessa valitaan jokin piste w2 ∈
s2 ∩ U . Jälkimmäisessä tapauksessa pisteeksi w2 ∈ s2 ∩ U voidaan
valita sellainen piste, että se on lähempänä pistettä v2 kuin kumpikaan
leikkausjoukon pisteistä. Tällöin [w2, vi] ∩ J = {vi}, kun i ∈ {0, 1}.
Siten myös v0w2v1 ∩ J = v0v1 = σ ∩ J .
Siirrytään tarkastelemaan tilannetta, jossa σ∩J = v0v2∪v2v1 (Kuva
34). Voidaan olettaa, että v0v2 ⊂ L1 ja v2v1 ⊂ L2. Olkoon K = ∪{Li :
4 ≤ i ≤ n− 1}. Tällöin joukko K on jälleen joko tyhjä joukko tai mur-
toviiva. Valitaan joukko U kuten edellä riippuen siitä, onko K tyhjä
vai ei. Joukko U on siis simpleksin σ ympäristö, joka ei kohtaa joukkoa
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Kuva 34
K. Olkoon w0 särmän v0v1 keskipiste kuten edellä. Tarkastellaan pis-
teiden w0 ja v2 kautta kulkevaa suoraa s. Olkoon s1 ⊂ s se pisteestä w0
alkava puolisuora, joka pisteen w0 jokaisessa ympäristössä kohtaa jou-
kon X \ σ. Olkoon vastaavasti s2 ⊂ s se pisteestä v2 alkava puolisuora,
joka pisteen v2 jokaisessa ympäristössä kohtaa joukon R2 \ X¯. Olkoon
l0 janan L0 määräämä suora. Jos jana L3 on olemassa, olkoon l3 sen
määräämä suora.
Tarkastellaan puolisuoraa s1. On kaksi mahdollisuutta: joko s1∩ l0 =
∅ = s1 ∩ l3 tai s1 ∩ (l0 ∪ l3) 6= ∅. Ensimmäisessä tapauksessa valitaan
jokin piste w1 ∈ s1 ∩ U . Jälkimmäisessä tapauksessa leikkausjoukkoon
s1∩ (l0∪ l3) kuuluu enintään kaksi pistettä, joten pisteeksi w1 ∈ s1∩U
voidaan valita sellainen piste, että se on lähempänä pistettä w0 kuin
kumpikaan leikkausjoukon pisteistä. Tällöin [w1, vi] ∩ J = {vi}, kun
i ∈ {0, 1}. Siten v0w1v1 ∩ J = {v0, v1} ⊂ σ ∩ J .
Tarkastellaan puolisuoraa s2. Jälleen joko s2 ∩ l0 = ∅ = s2 ∩ l3 tai
s2 ∩ (l0 ∪ l3) 6= ∅. Ensimmäisessä tapauksessa valitaan jokin piste w2 ∈
s2 ∩ U . Jälkimmäisessä tapauksessa pisteeksi w2 ∈ s2 ∩ U voidaan
valita sellainen piste, että se on lähempänä pistettä v2 kuin kumpikaan
leikkausjoukon pisteistä. Tällöin [w2, vi] ∩ J = {vi}, kun i ∈ {0, 1}.
Siten v0w2v1 ∩ J = v0v2 ∪ v2v1 = σ ∩ J . 2
Seuraavassa lauseessa siis osoitetaan, että on olemassa tason R2 ho-
meomorﬁsmi, joka kuvaa monikulmion määräämän monitahokkaan 2-
simpleksiksi. Myöhemmin tämän tuloksen avulla todistetaan Schönﬂie-
sin lause monikulmioille (Lause 9.17).
Lause 9.11. Olkoon J ⊂ R2 monikulmio ja X sen sisäpuoli. Tällöin
on olemassa sellainen homeomorﬁsmi f : R2 → R2, että fJ on jonkin
2-simpleksin σ reuna ja fX¯ = σ.
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Kuva 35
Todistus: Olkoon X monikulmion J sisäpuoli ja olkoon ∆ monitahok-
kaan X¯ kolmiointi. Jos kolmiointiin ∆ kuuluu vain yksi 2-simpleksi,
niin J on sen reuna, ja homeomorﬁsmiksi f voidaan valita identti-
nen kuvaus id : R2 → R2. Oletetaan siis, että kolmiointiin ∆ kuuluu
ainakin kaksi 2-simpleksiä. Lauseen 9.9 mukaan siihen kuuluu tällöin
vapaa 2-simpleksi σ = v0v1v2. Osoitetaan, että on olemassa homeomor-
ﬁsmi h : R2 → R2, joka kuvaa monikulmion J sellaiseksi monikulmioksi
J ′, että monitahokkaan X¯ ′ kolmioinnissa on yksi simpleksi vähemmän
kuin monitahokkaan X¯ kolmioinnissa. (Tässä siis X ′ on monikulmion
J ′ sisäpuoli.) Lauseen 9.7 mukaan kompleksi ∆ on äärellinen, joten yh-
distämällä tällaisia homeomorﬁsmeja saadaan haluttu homeomorﬁsmi
f (Kuva 35).
Simpleksi σ = v0v1v2 on siis vapaa kompleksissa ∆, joten leikkaus
σ∩J koostuu yhdestä tai kahdesta simpleksin σ särmästä. Seuraavaksi
tarkastellaan molemmat tapaukset. Oletetaan aluksi, että σ∩J = v0v1.
Lauseen 9.10 mukaan on olemassa sellaiset pisteet w0 ∈ v0v1, w1 ja w2
kuten kuvassa 36, että (v0w1v1∪ v0w2v1)∩J = σ∩J . Olkoon K pistei-
den v0, w2, v1 ja w1 määräämä monikulmio ja olkoon W sen sisäpuoli.
Kuva 36
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Määritellään kuvaus h : R2 → R2 asettamalla se identtiseksi kuvauk-
seksi joukossa {W ja asetetaan h(w0) = v2. Tällöin siis h(vi) = vi,
kun i ∈ {0, 1}, ja h(wi) = wi, kun i ∈ {1, 2}. Lauseen 9.5 nojalla
on olemassa nämä ehdot täyttävät homeomorﬁsmit v0w1w0 → v0w1v2,
w1v1w0 → w1v1v2, w0v1w2 → v2v1w2 ja v0w0w2 → v0v2w2 (Kuva 36).
Näin kuvaus h tulee määritellyksi koko avaruudessa R2 niin, että se
on homeomorﬁsmi R2 → R2. Lisäksi h kuvaa monikulmion J monikul-
mioksi J ′, jolla X ′ = X \ σ, ja hX¯ = X¯ ′. Siis h on etsitty homeomor-
ﬁsmi.
Oletetaan sitten, että σ ∩ J = v0v2 ∪ v2v1. Lauseen 9.10 mukaan
tässäkin tapauksessa on olemassa sellaiset pisteet w0 ∈ v0v1, w1 ja w2
kuten kuvassa 36, että (v0w1v1 ∪ v0w2v1) ∩ J = σ ∩ J . Etsitty homeo-
morﬁsmi on nyt edellä määritellyn homeomorﬁsmin h käänteiskuvaus
h−1. 2
Lauseen 9.11 avulla voidaan osoittaa, että kaikki tason monikulmiot
sijaitsevat tasossa topologisesti samalla tavalla:
Lause 9.12. Olkoot J ja J ′ monikulmioita avaruudessa R2. Tällöin on
olemassa sellainen homeomorﬁsmi f : R2 → R2, että fJ = J ′.
Todistus: Lauseen 9.11 mukaan on olemassa sellaiset homeomorﬁsmit
f1 ja f2 : R2 → R2, että f1J = ∂σ ja f2J ′ = ∂τ , missä σ ja τ ovat
2-simpleksejä. Lauseen 9.4 mukaan on olemassa sellainen homeomor-
ﬁsmi f3 : R2 → R2, että f3σ = τ . Siis erityisesti f3∂σ = ∂f3σ = ∂τ .
Yhdistetty kuvaus f = f−12 ◦ f3 ◦ f1 : R2 → R2 on homeomorﬁsmi, ja
fJ = f−12 f3f1J = f
−1
2 f3∂σ = f
−1
2 ∂τ = J
′. 2
Tavoitteena on seuraavaksi osoittaa, että jos σ on tason 2-simpleksi
ja f : ∂σ → ∂σ homeomorﬁsmi, niin homeomorﬁsmilla f on sellainen
homeomorﬁnen jatke h : R2 → R2, että hσ = σ (Lause 9.16). Tätä tar-
vitaan, kun todistetaan Schönﬂiesin lause monikulmioille. Aloitetaan
kuitenkin osoittamalla, että 2-simpleksi voidaan kuvata homeomorﬁ-
sesti neljänneskiekoksi:
Lause 9.13. Olkoon σ = (0, 0)(1, 0)(0, 1) simpleksi avaruudessa R2,
F = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0} neljännestaso ja D = B¯(0¯, 1) ∩ F .
On olemassa sellainen homeomorﬁsmi f : F → F , että fσ = D ja
f |{(x, y) ∈ F : xy = 0} = id.
Todistus: Määritellään kuvaukset f ja g : F → F asettamalla f(x, y) =
(x,
√
y2 + 2xy) ja g(x, y) = (x,
√
x2 + y2 − x). Nämä ovat jatkuvia,
sillä niiden komponenttikuvaukset ovat jatkuvia. Lisäksi f(g(x, y)) =
f(x,
√
x2 + y2 − x) = (x, y) ja g(f(x, y)) = g(x,√y2 + 2xy) = (x, y)
kaikilla (x, y) ∈ F . Siis g = f−1, joten f on homeomorﬁsmi. Kuvauksen
f lausekkeesta nähdään, että f |{(x, y) ∈ F : xy = 0} = id. Osoitetaan
vielä, että fσ = D:
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Kuva 37
Olkoon (x, y) ∈ σ. Tällöin y = −x + b, missä b ∈ [0, 1]. Siis x + y ∈
[0, 1]. Pisteen f(x, y) etäisyys origosta |f(x, y)| =
√
x2 + y2 + 2xy =
x + y ∈ [0, 1], joten f(x, y) ∈ B¯(0¯, 1). Lisäksi pr1(f(x, y)) = x ≥ 0 ja
pr2(f(x, y)) =
√
y2 + 2xy ≥ 0, joten f(x, y) ∈ D.
Jos taas (x, y) ∈ F \ σ, niin x+ y > 1. Tällöin |f(x, y)| = x+ y > 1,
joten f(x, y) /∈ B¯(0¯, 1). Siis (x, y) ∈ F \D. 2
Lauseen 9.13 avulla voidaan osoittaa, että on olemassa tason R2 ho-
meomorﬁsmi, joka kuvaa 2-simpleksin suljetuksi yksikkökiekoksi B¯2 =
B¯(0¯, 1):
Lause 9.14. Olkoon σ = (−1, 0)(1, 0)(0, 1) 2-simpleksi avaruudessa
R2. On olemassa sellainen homeomorﬁsmi f : R2 → R2, että fσ = B¯2.
Todistus: Olkoon K pisteiden (−1, 0), (0,−1), (1, 0) ja (0, 1) mää-
räämä monitahokas, kuten kuvassa 38. Lauseen 9.11 mukaan on ole-
massa tason homeomorﬁsmi, joka kuvaa monitahokkaan K joksikin
2-simpleksiksi. Toisaalta Lauseen 9.4 mukaan on olemassa tason ho-
meomorﬁsmi, joka kuvaa tämän 2-simpleksin 2-simpleksiksi σ. Näin on
olemassa sellainen homeomorﬁsmi h : R2 → R2, että hσ = K.
Kuva 38
Olkoon τ1 = (0, 0)(1, 0)(0, 1), F = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0} nel-
jännestaso ja D = B¯(0¯, 1)∩F . Lauseen 9.13 mukaan on olemassa sellai-
nen homeomorﬁsmi g1 : F → F , että g1σ = D ja g1|{(x, y) ∈ F : xy =
0} = id. Voidaan osoittaa kuten Lauseessa 9.13, että tason muissa-
kin neljänneksissä voidaan määritellä vastaavat homeomorﬁsmit. Näin
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saadaan paloittain määriteltyä kuvaus g : R2 → R2, joka on myös ho-
meomorﬁsmi ja jolla gK = B¯2. Yhdistetty kuvaus f = g ◦ h : R2 → R2
on näin homeomorﬁsmi ja fσ = ghσ = gK = B¯2. 2
Seuraavaksi osoitetaan, että jokainen homeomorﬁsmi f : S1 → S1
voidaan jatkaa sellaiseksi homeomorﬁsmiksi h : R2 → R2, että hB¯2 =
B¯2. Tämän avulla todistetaan vastaava tulos 2-simplekseille Lauseessa
9.16.
Lause 9.15. Olkoon f : S1 → S1 homeomorﬁsmi. Tällöin on olemassa
sellainen homeomorﬁsmi h : R2 → R2, että hB¯2 = B¯2 ja h|S1 = f .
Todistus: Määritellään kuvaukset h ja g : R2 → R2 asettamalla
h(x) =
{ |x|f( x|x|), x 6= 0¯
0¯, x = 0¯,
g(x) =
{ |x|f−1( x|x|), x 6= 0¯
0¯, x = 0¯.
Kuvaukset h ja g ovat jatkuvia pisteissä x 6= 0¯. Osoitetaan, että kuvaus
h on jatkuva myös origossa: Olkoon ε > 0. Valitaan δ = ε. Oletetaan,
että |x| < ε, jolloin |h(x)| = |x||f( x|x|)| = |x|· 1 < ε. Siis kuvaus h
on jatkuva pisteessä 0¯. Vastaavasti voidaan osoittaa, että kuvaus g on
jatkuva origossa. Lisäksi kun x 6= 0¯, niin h(g(x)) = h(|x|f−1( x|x|)) =
|x|ff−1( x|x|) = x ja g(h(x)) = g(|x|f( x|x|)) = x. Myös g(h(0¯)) = 0¯ =
h(g(0¯)), joten g = h−1. Siis kuvaus h on homeomorﬁsmi.
Jos x ∈ S1, niin tällöin h(x) = |x|f( x|x|) = f(x). Siis h|S1 = f .
Jos x ∈ B¯2, niin |h(x)| = |x| ≤ 1, joten h(x) ∈ B¯2. Jos x 6∈ B¯2, niin
|h(x)| = |x| > 1, joten h(x) 6∈ B¯2. Siis hB¯2 = B¯2. 2
Lause 9.16. Olkoon σ 2-simpleksi avaruudessa R2 ja olkoon f : ∂σ →
∂σ homeomorﬁsmi. Tällöin on olemassa sellainen homeomorﬁsmi h : R2 →
R2, että hσ = σ ja h|∂σ = f .
Todistus: Lauseen 9.14 mukaan on olemassa sellainen homeomorﬁsmi
g : R2 → R2, että gσ = B¯2. Erityisesti g∂σ = ∂gσ = S1, joten voidaan
määritellä yhdistetty kuvaus g ◦ f ◦ g−1 : S1 → S1. Tämä kuvaus on
myös homeomorﬁsmi, joten Lauseen 9.15 nojalla on olemassa sellainen
homeomorﬁsmi k : R2 → R2, että k|S1 = g ◦ f ◦ g−1 ja kB¯2 = B¯2.
Olkoon h = g−1 ◦k ◦g : R2 → R2. Kuvaus h on homeomorﬁsmi ja hσ =
g−1kgσ = g−1kB¯2 = g−1B¯2 = σ. Lisäksi jos x ∈ ∂σ, niin g(x) ∈ S1.
Näin h|∂σ = g−1 ◦ g ◦ f ◦ g−1 ◦ g = f . 2
Nyt voidaan todistaa Schönﬂiesin lause tason monikulmioille. Sen
mukaan jokainen kahden monikulmion J ja J ′ välinen homeomorﬁsmi
f : J → J ′ voidaan jatkaa koko tason homeomorﬁsmiksi:
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Lause 9.17 (Schönﬂiesin lause monikulmioille). Olkoot J ja J ′ moni-
kulmioita avaruudessa R2 ja olkoon f : J → J ′ homeomorﬁsmi. Tällöin
on olemassa sellainen homeomorﬁsmi h : R2 → R2, että h|J = f .
Todistus: Lauseen 9.11 nojalla on olemassa sellaiset homeomorﬁsmit
g1 ja g2 : R2 → R2, että g1J = ∂σ ja g2J ′ = ∂τ , missä σ ja τ ovat 2-
simpleksejä. Lauseen 9.4 nojalla on olemassa sellainen homeomorﬁsmi
g3 : R2 → R2, että g3τ = σ. Näin voidaan muodostaa yhdistetty kuvaus
g3 ◦ g2 ◦ f ◦ g−11 : ∂σ → ∂σ, joka on myös homeomorﬁsmi. Lauseen
9.16 nojalla on olemassa sellainen homeomorﬁsmi k : R2 → R2, että
k|∂σ = g3 ◦g2 ◦f ◦g−11 . Olkoon h = g−12 ◦g−13 ◦k ◦g1 : R2 → R2. Kuvaus
h on homeomorﬁsmi, ja jos x ∈ J , niin g1(x) ∈ ∂σ, joten h|J = f . 2
10. Schönfliesin lause
Tässä luvussa todistetaan Schönﬂiesin lause, jonka mukaan jokainen
upotus f : S1 → R2 voidaan jatkaa homeomorﬁsmiksi h : R2 → R2.
Aloitetaan määrittelemällä seuraava uusi käsite:
Määritelmä 10.1. Olkoon X topologinen avaruus, joka on homeo-
morﬁnen n-simpleksin kanssa. Tällöin sanotaan, että avaruus X on
n-solu.
Lauseen 9.14 nojalla suljettu yksikkökiekko B¯2 on 2-solu. Seuraavan
lauseen avulla on helppo saada muita esimerkkejä 2-soluista, sillä sen
mukaan jokainen tason monikulmion määräämä monitahokas on 2-solu.
Lause 10.2. Olkoon J ⊂ R2 monikulmio ja X sen sisäpuoli. Tällöin
monitahokas X¯ on 2-solu.
Todistus: Lauseen 9.11 mukaan on olemassa homeomorﬁsmi f : R2 →
R2, joka kuvaa monitahokkaan X¯ 2-simpleksiksi σ. Homeomorﬁsmin f
rajoittuman f |X¯ määrittelemä kuvaus X¯ → σ on Lemman 2.5 nojalla
homeomorﬁsmi. 2
Jatkossa tarkastellaan ainoastaan 2-soluja avaruudessa R2. Asete-
taan seuraava määritelmä:
Määritelmä 10.3. Avaruuden R2 2-solun C reuna ∂C = f∂σ, missä
σ ⊂ R2 on jokin 2-simpleksi ja f : σ → C on homeomorﬁsmi.
Olkoon C ⊂ R2 2-solu ja olkoon σ ⊂ R2 2-simpleksi. Osoitetaan seu-
raavaksi, että edellä asetettu määritelmä on järkevä, eli joukko f∂σ ei
riipu homeomorﬁsmin f : σ → C valinnasta. Tässä nojaudutaan Alu-
een invarianssilauseeseen, joka on ilman todistusta mainittu kirjassa
[7], Lause 14.3. Sen todistus löytyy kirjasta [4].
Lause 10.4 (Alueen invarianssilause). Olkoon U ⊂ Rn avoin joukko ja
olkoon f : U → Rn jatkuva injektio. Tällöin kuvajoukko fU on avoin
avaruudessa Rn, ja kuvaus f on upotus.
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Merkitään joukkojen σ ja C sisäpisteitä avaruudessa R2 seuraavassa
intσ ja intC. Olkoon f : σ → C ⊂ R2 homeomorﬁsmi. Sen rajoittuma
avoimeen joukkoon intσ on jatkuva injektio, joten Alueen invarians-
silauseen mukaan myös kuvajoukko f [intσ] on avoin avaruudessa R2.
Näin f [intσ] ⊂ intC, sillä intC on tason laajin avoin osajoukko, joka si-
sältyy joukkoon C. Vastaavasti käänteiskuvauksen f−1 : C → σ rajoit-
tuma avoimeen joukkoon intC on myös jatkuva injektio, joten Alueen
invarianssilauseen mukaan kuvajoukko f−1[intC] on avoin avaruudessa
R2. Näin f−1[intC] ⊂ intσ. Siis intC = ff−1[intC] ⊂ f [intσ] ⊂ intC.
Näin saatiin osoitettua, että f [intσ] = intC. Simpleksi σ on suljettu, jo-
ten ∂σ = σ\intσ. Näin f∂σ = f [σ\intσ] = fσ\f [intσ] = C\intC, sillä
f on bijektio. Siis joukko f∂σ = C \ intC jokaisella homeomorﬁsmilla
f : σ → C.
Lauseessa 10.5 osoitetaan Lauseen 9.16 avulla, että jokainen 2-solujen
reunojen välinen homeomorﬁsmi voidaan jatkaa näiden 2-solujen väli-
seksi homeomorﬁsmiksi. Myöhemmin tavoitteena on osoittaa, että ava-
ruuden R2 \J rajoitetun komponentin sulkeuma on 2-solu, kun J ⊂ R2
on Jordanin käyrä. Tämä tehdään Lauseessa 10.14.
Lause 10.5. Olkoot C1, C2 ⊂ R2 2-soluja. Olkoon f : ∂C1 → ∂C2 ho-
meomorﬁsmi. Tällöin on olemassa sellainen homeomorﬁsmi h : C1 →
C2, että h|∂C1 = f .
Todistus: Olkoon σ avaruuden R2 2-simpleksi. Jokainen 2-solu on mää-
ritelmän mukaan homeomorﬁnen 2-simpleksin kanssa, ja Lauseen 9.5
nojalla kaikki avaruuden R2 2-simpleksit ovat homeomorﬁsia keske-
nään. Näin on olemassa homeomorﬁsmit g1 : σ → C1 ja g2 : σ → C2.
Erityisesti gi∂σ = ∂Ci, kun i ∈ {1, 2}, joten voidaan määritellä yhdis-
tetty kuvaus g−12 ◦ f ◦ g1 : ∂σ → ∂σ. Tämä kuvaus on homeomorﬁsmi.
Lauseen 9.16 nojalla on olemassa sellainen homeomorﬁsmi k : R2 →
R2, että kσ = σ ja k|∂σ = g−12 ◦ f ◦ g1. Homeomorﬁsmin k rajoittuman
k|σ määrittelemä kuvaus k1 : σ → σ on Lemman 2.5 nojalla homeomor-
ﬁsmi. Edelleen k1|∂σ = g−12 ◦ f ◦ g1. Olkoon h = g2 ◦k1 ◦ g−11 : C1 → C2.
Kuvaus h on homeomorﬁsmi. Lisäksi jos x ∈ ∂C1, niin g−11 (x) ∈ ∂σ,
joten h|∂C1 = g2 ◦ g−12 ◦ f ◦ g1 ◦ g−11 = f . 2
Jatkossa tarkastellaan erityisesti niitä Jordanin käyrän J ⊂ R2 pis-
teitä x, jotka voidaan yhdistää joukon R2 \J komponentin X johonkin
pisteeseen sellaisella janalla, joka pistettä x lukuunottamatta sisältyy
komponenttiin X. Asetetaan seuraava määritelmä:
Määritelmä 10.6. Olkoon U ⊂ R2 avoin joukko ja olkoon x ∈ ∂U .
Oletetaan, että on olemassa sellainen jana [u, x], että [u, x[⊂ U . Tällöin
sanotaan, että piste x on lineaarisesti saavutettavissa joukosta U .
Osoitetaan seuraavaksi, että jokainen Jordanin käyrä J ⊂ R2 si-
sältää pisteitä, jotka ovat lineaarisesti saavutettavissa joukon R2 \ J
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komponentista. Todistuksessa tarkastellaan kaarta A ⊂ J , ja joukon A
sisäpisteitä avaruudessa J merkitään tässä sekä jatkossa intA.
Lause 10.7. Olkoon J ⊂ R2 Jordanin käyrä ja olkoon X joukon R2 \J
komponentti. Olkoon A ⊂ J kaari. Tällöin on olemassa sellainen jana
[v, a], että a ∈ intA ja [v, a[⊂ X.
Todistus: Olkoon a′ ∈ intA. Joukko intA on avoin joukossa J , joten
voidaan valita sellainen ε > 0, että B(a′, ε) ∩ J ⊂ intA. Piste a′ on
joukon X reunapiste, joten sen jokainen ympäristö kohtaa joukon X.
Näin on olemassa piste v ∈ X∩B(a′, ε). Leikkaus [v, a′]∩J on kompakti,
joten on olemassa piste a ∈ [v, a′]∩J , joka on lähinnä pistettä v. Tällöin
[v, a[⊂ X. Lisäksi [v, a′] ⊂ B(a′, ε), joten [v, a′] ∩ J ⊂ B(a′, ε) ∩ J ⊂
intA. Näin a ∈ intA. 2
Suhteellisen helposti voidaan myös osoittaa, että Jordanin käyrän J
jokaisen pisteen jokaisessa ympäristössä on ainakin yksi piste, joka on
lineaarisesti saavutettavissa joukon R2 \ J komponentista:
Lause 10.8. Olkoon J ⊂ R2 Jordanin käyrä ja olkoon X joukon R2 \J
komponentti. Olkoon E ⊂ J niiden pisteiden joukko, jotka ovat lineaa-
risesti saavutettavissa joukosta X. Tällöin J = E¯.
Todistus: Jordanin käyrä J on suljettu ja E ⊂ J , joten väitteen todis-
tamiseksi riittää osoittaa, että J ⊂ E¯. Olkoon x ∈ J . Osoitetaan, että
välttämättä x ∈ ∂E, mikä todistaa väitteen. Olkoon ε > 0. Olkoon
A ⊂ J ∩ B(x, ε) kaari, joka sisältää pisteen x. Tällöin Lauseen 10.7
mukaan on olemassa sellainen jana [a, v], että a ∈ intA ja [v, a[⊂ X.
Piste a ∈ J on siis lineaarisesti saavutettavissa joukosta X ja kuuluu
siten joukkoon E. Lisäksi a ∈ intA ⊂ B(x, ε). Luku ε saattoi olla mi-
kä tahansa positiivinen luku, joten pisteen x jokainen kuulaympäristö
sisältää joukon E pisteen. Näin x ∈ ∂E. 2
Lauseen 10.8 tuloksen nojalla voidaan Jordanin käyrä J ⊂ R2 jakaa
miten tahansa lyhyiksi kaariksi, joiden päätepisteet ovat lineaarisesti
saavutettavissa joukon R2 \ J rajoitetusta komponentista. Seuraavassa
lauseessa muodostetaan jono tämän tyyppisten kaarien kokoelmia.
Lause 10.9. Olkoon J ⊂ R2 Jordanin käyrä ja olkoon X joukon R2 \
J rajoitettu komponentti. Tällöin on olemassa sellainen jono joukkoja
G1, G2, . . . , että
(1) jokainen Gi on äärellinen kokoelma kaaria γ ⊂ J , jotka leik-
kaavat vain päätepisteissään ja joiden yhdiste on koko Jordanin
käyrä J ,
(2) jos γ ∈ Gi, niin kaaren γ päätepisteet ovat lineaarisesti saavu-
tettavissa joukosta X,
(3) jos x ∈ γ ∈ Gi, niin γ ⊂ B(x, 1/i) ja
(4) jokaisella indeksillä i joukko Gi+1 on joukon Gi hienonnus eli
jokainen joukon Gi+1 kaari sisältyy joukon Gi johonkin kaareen.
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Todistus: Joukko J on Jordanin käyrä, joten on olemassa homeomor-
ﬁsmi f : S1 → J . Olkoon E ⊂ J niiden pisteiden joukko, jotka ovat
lineaarisesti saavutettavissa joukosta X. Lauseen 10.8 mukaan J =
E¯. Kuvaus f on homeomorﬁsmi, joten sillä on käänteiskuvaus f−1 ja
f−1E = f−1E¯ = f−1J = S1. Näin jokaisen pisteen x ∈ S1 jokainen
ympäristö sisältää joukon f−1E pisteen.
Osoitetaan, että jokaisella ε > 0 on olemassa ympyrän S1 jako äärel-
lisen moneksi kaareksi γ′, joiden läpimitta on alle ε ja jotka leikkaavat
toisiaan vain päätepisteissään, jotka kuuluvat joukkoon f−1E: Olkoon
ε > 0. Voidaan olettaa, että ε < 3. Jaetaan ympyrä S1 äärellisen mo-
neksi kaareksi, joiden jokaisen läpimitta on enintään ε/3 < 1. Olkoot
näiden kaarien päätepisteet xi, i ∈ {1, . . . , n} (Kuva 39). Edellä tode-
Kuva 39
tun perusteella jokainen kuula B(xi, ε/6) sisältää joukon f−1E pisteen
yi (i ∈ {1, . . . , n}). Pisteiden yi ja yi+1 etäisyys on tällöin |yi − yi+1| ≤
|yi−xi|+ |xi−xi+1|+ |xi+1−yi+1| < ε/6+ ε/3+ ε/6 = 2ε/3 < ε. Luku
ε oletettiin niin pieneksi, että etäisyys |yi − yi+1| on myös pisteiden yi
ja yi+1 määräämän, pisteet xi ja xi+1 sisältävän kaaren γ′ läpimitta.
Todistetaan nyt joukkojen Gi olemassaolo induktiolla indeksin i suh-
teen: Valitaan jaon G1 kaariksi kuvajoukot γ = fγ′. Kuvaus f on ho-
meomorﬁsmi, joten nämä kaaret leikkaavat toisiaan vain päätepisteis-
sään, jotka kuuluvat joukkoon E. Lisäksi näiden kaarien yhdiste on
koko Jordanin käyrä J , joten jako G1 toteuttaa ehdot (1) ja (2).
Ympyrä S1 on kompakti, joten homeomorﬁsmi f on tasaisesti jat-
kuva joukossa S1. Näin voidaan kaarien γ′ läpimittoihin liittyvä luku
ε > 0 valita niin pieneksi, että jokaisen kaaren γ = fγ′ läpimitta on
alle 1. Tällöin jos x ∈ γ ∈ G1, niin d(x, y) < 1 kaikilla y ∈ γ, joten
γ ⊂ B(x, 1). Siis myös ehto (3) on voimassa. Tehdään induktio-oletus,
että on olemassa ehdot (1)− (3) toteuttava jako Gi ja osoitetaan, että
tällöin on olemassa ehdot (1)− (4) toteuttava jako Gi+1:
Menetellen kuten jaon G1 tapauksessa voidaan muodostaa Jordanin
käyrän J jako äärellisen moneksi kaareksi, jotka toteuttavat ehdot (1) ja
(2). Edelleen voidaan kaarien γ′ läpimittoihin liittyvä luku ε > 0 valita
niin pieneksi, että jokaisen kaaren γ = fγ′ läpimitta on alle 1/(i + 1),
jolloin myös ehto (3) täyttyy. Jaetaan tämän jaon kaaret vielä jaon
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Gi päätepisteiden mukaan kaariksi. Tällöin saadaan jako Gi+1, jonka
jokainen kaari sisältyy jaon Gi johonkin kaareen. Jako Gi+1 on siis jaon
Gi hienonnus ja toteuttaa edelleen ehdot (1) - (3). 2
Jokaisen edellä muodostetun jaon Gi, i ∈ N, kaarien päätepisteet
ovat siis lineaarisesti saavutettavissa joukon R2 \ J rajoitetusta kom-
ponentista X. Seuraavassa lauseessa voidaan näin muodostaa jokaista
jakoa Gi vastaava janojen kokoelma Hi. Sekä kokoelmia Gi että kokoel-
mia Hi tarvitaan myöhemmin Lauseen 10.14 todistuksessa.
Lause 10.10. Olkoon J ⊂ R2 Jordanin käyrä ja olkoon X joukon R2\J
rajoitettu komponentti. Olkoot G1, G2, . . . kuten lauseessa 10.9. Tällöin
on olemassa sellainen jono H1, H2, . . . janojen [v, x] kokoelmia, että
(1) jos [v, x] ∈ Hi, niin [v, x[⊂ X ja piste x ∈ J on jonkin kaaren
γ ∈ Gi päätepiste,
(2) jokaisen kaaren γ ∈ Gi kumpikin päätepiste kuuluu yhteen ja
vain yhteen janaan [v, x] ∈ Hi,
(3) kokoelman Hi janat ovat erillisiä jokaisella i ∈ N,
(4) jos [v, x] ∈ Hi ja [u, y] ∈ Hj (i < j) ja lisäksi [v, x] ∩ [u, y] 6= ∅,
niin [u, y] = [v, x].
Todistus: Osoitetaan joukkojen Hi olemassaolo induktiolla indeksin
i ∈ N suhteen. Lauseen 10.9 mukaan jaon G1 kaarien päätepisteet ovat
lineaarisesti saavutettavissa joukosta X. Näin voidaan muodostaa jaon
G1 kaarien päätepisteitä x ∈ J vastaavat janat [v, x], joilla [v, x[⊂ X.
Jaon G1 kaarien päätepisteitä on äärellisen monta, joten niillä on eril-
liset kuulaympäristöt. Tarvitaessa voidaan janoja [v, x] lyhentää niin
paljon, että ne sisältyvät näihin kuulaympäristöihin. Olkoon näiden
mahdollisesti lyhennettyjen janojen kokoelma H1. Se toteuttaa ehdot
(1)− (3).
Tehdään induktio-oletus, että on olemassa janojen kokoelma Hi, jo-
ka toteuttaa ehdot (1)− (3). Olkoon Pi jaon Gi kaarien päätepisteiden
joukko jokaisella i ∈ N. Lauseen 10.9 mukaan joukot Gi on muodos-
tettu niin, että Pi ⊂ Pi+1. Muodostetaan joukko Hi+1 sisällyttämällä
siihen aluksi kaikki joukonHi janat. Nämä vastaavat joukon Pi pisteitä.
Lauseen 10.9 mukaan joukon Pi+1 pisteet ovat lineaarisesti saavutet-
tavissa joukosta X. Näin voidaan muodostaa joukon Pi+1 \ Pi pisteitä
vastaavat janat [v, x], joilla [v, x[⊂ X.
Joukossa Pi+1\Pi on äärellinen määrä pisteitä, joten niillä on erilliset
ympäristöt. Joukko ∪Hi on suljettu eikä sisällä yhtään joukon Pi+1 \Pi
pistettä, joten kyseiset ympäristöt voidaan valita niin pieniksi, etteivät
ne kohtaa joukkoa ∪Hi. Lyhennetään joukon Pi+1\Pi pisteitä vastaavia
janoja tarvittaessa niin, että ne sisältyvät näihin erillisiin ympäristöi-
hin. Lisätään nämä mahdollisesti lyhennetyt janat joukkoonHi+1. Näin
muodostettu joukko Hi+1 toteuttaa ehdot (1)−(3) ja lisäksi Hi ⊂ Hi+1.
Induktioperiaatteen nojalla on siis olemassa sellainen jono H1, H2, . . .
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janojen [v, x] kokoelmia, että ehdot (1) − (3) toteutuvat. Osoitetaan
vielä, että nämä kokoelmat toteuttavat myös ehdon (4):
Olkoot i, j ∈ N. Voidaan olettaa, että i < j. Oletetaan, että [v, x] ∈
Hi ja [u, y] ∈ Hj. Koska Hi ⊂ Hi+1 jokaisella i ∈ N, niin erityisesti
Hi ⊂ Hj ja [v, x] ∈ Hj. Joukon Hj välit ovat erillisiä, joten jos [v, x] ∩
[u, y] 6= ∅, niin välttämättä [v, x] = [u, y]. 2
Lemmassa 10.11 ja Lauseessa 10.12 tarkastellaan Jordanin käyrää
J ⊂ R2, joka muodostuu kaaresta A ja murtoviivasta M . Joukkojen A
ja M sisäpisteitä avaruudessa J merkitään intA ja intM . Joukon R2\J
komponentteja merkitään X0 ja X1. Näistä X1 on rajoitettu. Samoja
merkintöjä käytetään Lauseessa 10.12.
Lemma 10.11. Olkoon J ⊂ R2 Jordanin käyrä, joka muodostuu kaa-
resta A ja murtoviivasta M . Olkoot K1, . . . , Kn ⊂ X¯1 erillisiä murto-
viivoja, jotka sisältyvät päätepisteitään lukuunottamatta joukkoon X1.
Oletetaan, että jokaisen murtoviivan Ki päätepisteet zi, z′i ∈ intM . Ol-
koon j ∈ {1, . . . , n}. Olkoon Nj ⊂M murtoviivan Kj päätepisteet zj ja
z′j yhdistävä murtoviiva. Oletetaan, että murtoviiva Nj sisältää jonkin
murtoviivan Ki toisen päätepisteen. Tällöin se sisältää kyseisen mur-
toviivan molemmat päätepisteet.
Todistus: Oletetaan, että murtoviiva Nj sisältää jonkin murtoviivan Ki
toisen päätepisteen, i 6= j. Tehdään vastaoletus, että murtoviivan Ki
toinen päätepiste ei sisälly murtoviivaan Nj (Kuva 40). Olkoot murto-
Kuva 40
viivan Ki päätepisteet zi ja z′i. Voidaan olettaa, että zi ∈ Nj. Olkoon
J ′ = Nj ∪ Kj. Tällöin joukko J ′ on monikulmio ja zi ∈ J ′. Jordanin
käyrälauseen mukaan avaruudella R2 \ J ′ on kaksi komponenttia, jois-
ta toinen on rajoitettu ja toinen rajoittamaton, ja monikulmio J ′ on
niiden molempien reuna. Olkoot nämä komponentit Y0 ja Y1, joista Y1
on rajoitettu. Rajoitettu komponentti Y1 ⊂ X1, sillä J ′ ⊂ X¯1. Piste
z′i ∈ J \ Nj ei sisälly monikulmioon J ′ eikä komponenttiin Y1 ⊂ X1,
joten z′i ∈ Y0.
Pyritään seuraavaksi osoittamaan, että murtoviiva Ki kohtaa kom-
ponentin Y1 ennen toista päätepistettään zi. Merkitään intNj = Nj \
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{zj, z′j}. Murtoviiva Kj ja Ki ovat erillisiä, joten piste zi ∈ intNj. Jouk-
ko Nj on murtoviiva, ja pisteen zi ∈ intNj etäisyys kompakteista jou-
koistaKj ja J\intNj on positiivinen. Näin on olemassa sellainen pisteen
zi ympäristö B(zi, ε), että joukko B(zi, ε) \ (J ′ ∪ J) koostuu kahdes-
ta ympyräsektorista (Kuva 40). Piste zi ∈ J ∩ J ′ on komponenttien
X0 ja X1 reunapiste, joten toinen näistä sektoreista sisältyy kompo-
nenttiin X0 ja toinen komponenttiin X1. Piste zi ∈ J ∩ J ′ on myös
komponenttien Y0 ja Y1 reunapiste, joten toinen näistä sektoreista si-
sältyy komponenttiin Y0 ja toinen komponenttiin Y1. Tiedetään, että
Y1 ⊂ X1. Murtoviiva Ki sisältyy päätepisteitään zi ja z′i lukuunotta-
matta joukkoon X1, joten sen on näin pakko kohdata myös joukko Y1.
Murtoviiva Ki on yhtenäinen joukko, joka siis kohtaa komponentin
Y0 pisteessä z′i ja komponentin Y1 ennen toista päätepistettään zi. Näin
sen täytyy kohdata reuna ∂Y0 = J ′ jossain pisteessä x ∈ Ki \ {zi, z′i}.
Murtoviiva Ki kohtaa Jordanin käyrän J ainoastaan päätepisteissään,
joten x ∈ J ′ \ J = (Nj ∪ Kj) \ J = Kj \ {zj, z′j}. Siis x ∈ Ki ∩
Kj. Tämä on ristiriita, sillä murtoviivat Kj ja Ki oletettiin erillisiksi.
Vastaoletus on siis väärä, ja murtoviiva Nj sisältää murtoviivan Ki
molemmat päätepisteet. 2
Seuraavaa lausetta käytetään todistettaessa Lause 10.13.
Lause 10.12. Olkoon J ⊂ R2 Jordanin käyrä, joka muodostuu kaaresta
A ja murtoviivasta M . Olkoot niiden yhteiset päätepisteet a1 ja a2.
Olkoot a ∈ intA ja m ∈ intM . Olkoot K1, . . . , Kn ⊂ X¯1 murtoviivoja,
jotka sisältyvät päätepisteitään lukuunottamatta joukkoon X1 eivätkä
kohtaa toisiaan joukossa X1. Oletetaan, että jokaisen murtoviivan Ki
päätepisteet zi, z′i ∈ intM \ {m}. Olkoon K = ∪ni=1Ki. Oletetaan, että
pisteet a ja m kuuluvat joukon X¯1 \K eri komponentteihin. Tällöin ne
kuuluvat joukon J \ {zi, z′i} eri komponentteihin jollain i ∈ {1, . . . , n}.
Todistus: Tehdään vastaoletus, että pisteet a ja m kuuluvat joukon
J \ {zi, z′i} samaan komponenttiin kaikilla i ∈ {1, . . . , n}. Tällöin jo-
kaisen murtoviivan Ki päätepisteet ovat molemmat pisteiden a1 ja m
välissä tai pisteiden m ja a2 välissä (Kuva 41). Olkoon Mi ⊂ M pis-
teet m ja ai yhdistävä murtoviiva, i ∈ {1, 2}. Lemman 10.11 nojalla
Kuva 41
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voidaan muodostaa uusi Jordanin käyrä J ′ ⊂ X¯ seuraavasti: Olkoon
z1 ∈ K ∩ M1 pisteestä m lukien ensimmäinen piste, joka on jonkin
murtoviivan Ki päätepiste. Voidaan olettaa, että pisteestä z1 alkava
murtoviiva on K1, sillä murtoviivat voidaan tarvittaessa nimetä uudel-
leen. Jos pisteestä z1 alkaa useampi kuin yksi murtoviiva Ki, valitaan
murtoviivaksi K1 se murtoviiva, jonka toisen päätepisteen z′1 etäisyys
pisteestä z1 on suurin. Korvataan pisteet z1 ja z′1 yhdistävä murtoviivan
M1 osa murtoviivallaK1. Olkoon z2 ∈ K∩M1 pisteestä z′1 lukien ensim-
mäinen piste, joka on jonkin murtoviivan Ki päätepiste, i ∈ {2, . . . , n}.
Mahdollisesti z2 = z′1, jos kahdella eri murtoviivalla on yhteinen pääte-
piste. Voidaan olettaa kuten edellä, että pisteestä z2 alkava murtoviiva
on K2. Samoin jos pisteestä z2 alkaa useampi kuin yksi murtoviiva Ki,
valitaan murtoviivaksi K2 se murtoviiva, jonka toisen päätepisteen z′2
etäisyys pisteestä z2 on suurin. Korvataan pisteet z2 ja z′2 yhdistävä
murtoviivan M1 osa murtoviivalla K2. Jatketaan näin kunnes saavute-
taan sellainen piste z′j ∈ K ∩M1, että murtoviiva M1 ei pisteiden z′j
ja a1 välillä kohtaa joukkoa K. Vastaavasti voidaan menetellä murto-
viivan M2 kohdalla. Näin saadaan Jordanin käyrä J ′ ⊂ X¯1, joka muo-
dostuu kaaresta A ja murtoviivasta M ′ (Kuva 42). Olkoon X ′ joukon
R2 \ J ′ rajoitettu komponentti. Jordanin käyrä J ′ muodostettiin niin,
että K ∩X ′ = ∅.
Piste m ∈ intM ei vastaoletuksen mukaan sisälly mihinkään pisteet
zj ja z′j yhdistävään murtoviivanM osaan, jotenm ∈ J ′. Samoin a ∈ J ′.
Osoitetaan seuraavaksi, että on olemassa joukon X¯ ′ murtoviiva, joka
yhdistää pisteen m ∈ J ′ pisteeseen a′ ∈ intA ja sisältyy päätepisteitään
lukuunottamatta joukkoon X1. Joukko M ′ on murtoviiva, joten on ole-
massa sellainen luku δ1 > 0, että leikkaus B(m, δ1) ∩M ′ muodostuu
joko yhdestä janasta tai kahdesta janasta, joiden yhteinen päätepiste
on kuulan keskipiste m (Kuva 42). Toisaalta pisteen a ∈ intA etäisyys
kompaktista joukosta M ′ on positiivinen, joten voidaan valita sellainen
luku δ2 > 0, että B(a, δ2) ∩M ′ = ∅. Olkoon δ = min{δ1, δ2}. Piste m
on joukon X ′ reunapiste, joten on olemassa piste xm ∈ X ′ ∩ B(m, δ).
Luku δ valittiin niin, että leikkausjoukko B(m, δ) ∩ X¯ ′ muodostuu yh-
destä ympyräsektorista, joten [xm,m[⊂ X ′. Piste a on myös joukon
X ′ reunapiste, joten on olemassa piste xa ∈ X ′ ∩ B(a, δ). Jana [xa, a]
kohtaa kaaren A, joten leikkausjoukko [xa, a] ∩ A on epätyhjä. Se on
lisäksi suljettu kahden suljetun joukon leikkauksena ja rajoitettu, joten
se on tason osajoukkona kompakti. Näin on olemassa sellainen piste
a′ ∈ [xa, a] ∩ A, että d(xa, A) = d(xa, a′). Tällöin [xa, a′[⊂ X ′. Lisäksi
a′ ∈ intA, sillä a′ ∈ B(a, δ) ja B(a, δ) ∩M ′ = ∅. Lauseen 2.3 nojalla
komponentti X ′ on murtoviivayhtenäinen, joten on olemassa pisteet xm
ja xa yhdistävä murtoviiva N0 ⊂ X ′. Olkoon N = [m,xm]∪N0∪[xa, a′].
Joukko N ⊂ X¯ ′ on pisteet m ja a′ yhdistävä murtoviiva, joka pääte-
pisteitään lukuunottamatta sisältyy joukkoon X ′. Näin K ∩ N = ∅.
Myös K∩A = ∅. Pisteet m ja a voidaan näin yhdistää polulla joukossa
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X¯ ′ \K ⊂ X¯1 \K kulkemalla murtoviivaa N pisteestä m pisteeseen a′
ja sen jälkeen kaarta A pitkin pisteestä a′ pisteeseen a. Pisteet m ja
a kuuluvat näin joukon X¯1 \ K samaan komponenttiin. Tämä on ris-
tiriita, joten vastaoletus on väärä. Siis pisteet a ja m kuuluvat joukon
J \ {zi, z′i} eri komponentteihin jollain i ∈ {1, . . . , n}. 2
Seuraavassa lauseessa tarkastellaan Jordanin käyrään J ⊂ R2 sisäl-
tyvää kaarta A ja janoja [vi, ai], missä ai on kaaren A päätepiste sekä
[vi, ai[⊂ X kun i ∈ {0, 1}. Tarkoitus on soveltaa tämän lauseen tulosta
Lauseen 10.14 todistuksessa tilanteessa, jossa kaari A on jonkin jaon
Gi kaari ja janat [vi, ai] kuuluvat vastaavaan kokoelmaan Hi.
Lause 10.13. Olkoon J ⊂ R2 Jordanin käyrä ja olkoon X joukon R2\J
rajoitettu komponentti. Olkoon A ⊂ J kaari ja olkoot sen päätepisteet
a0 ja a1. Olkoot [v0, a0] ja [v1, a1] sellaisia janoja, että [vi, ai[⊂ X kun
i ∈ {0, 1}. Olkoon ε > 0. Tällöin on olemassa joukon X murtoviiva
M , joka yhdistää pisteen w0 ∈ [v0, a0[ pisteeseen w1 ∈ [v1, a1[. Lisäksi
M ∩ [vi, ai] = {wi} ja M ⊂ B(A, ε).
Todistus: Olkoon J ⊂ R2 Jordanin käyrä ja olkoon X joukon R2 \ J
rajoitettu komponentti. Joukko X on yhtenäisenä ja avoimena joukko-
na murtoviivayhtenäinen, joten on olemassa murtoviiva M0 ⊂ X, joka
yhdistää pisteet v0 ja v1. Voidaan olettaa, että M0 ∩ [vi, ai] = {vi}.
Muussa tapauksessa voitaisiin siirtyä tarkastelemaan janoja [v′i, ai] se-
kä pisteet v′1 ja v′2 yhdistävää murtoviivaa M ′0, missä v′i ∈ [vi, ai] ∩M0
on se piste, jonka etäisyys pisteestä ai on pienin. Tällaiset pisteet ovat
olemassa, sillä joukko [vi, ai] ∩M0 on kompakti.
Kaari A on rajoitettu, joten on olemassa sellainen luku r > 0, että
B(A, 1) ⊂ B(0¯, r). Olkoon x ∈ R2 \ B(0¯, r). Jordanin kaarilauseen
(Lause 3.7) mukaan joukko R2\A on yhtenäinen, ja avoimena joukkona
se on tällöin myös polkuyhtenäinen. Näin on olemassa joukon R2 \ A
polku α : I → R2 \ A, joka yhdistää pisteen v0 pisteeseen x (Kuva
43). Yhdiste M0 ∪ αI on tason suljettuna ja rajoitettuna joukkona
kompakti eikä kohtaa kaarta A. Näin d(A,M0 ∪ αI) > 0. Oletetaan,
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että ε < min{1, d(A,M0∪αI)/2}. TällöinM0∪αI ⊂ R2\B(A, ε). Piste
x ∈ αI kuuluu joukon R2 \B(A, ε) rajoittamattomaan komponenttiin,
joten koko yhtenäinen joukkoM0∪αI sisältyy kyseiseen komponenttiin.
Jaetaan taso R2 kuvan 44 mukaisesti suljetuiksi suorakulmioiksi qj,
joiden jokaisen läpimitta on alle ε (vrt. Lause 3.6). Valitaan suunnat
niin, että suorakulmioiden sivut ovat eri suuntaiset kuin janat [vi, ai].
Olkoon F = ∪{qj : qj ∩ A 6= ∅}. Kaari A on rajoitettu, joten jouk-
koon F kuuluu äärellisen monta suorakulmiota qj. Siten joukko F on
suljettu. Se on myös polkuyhtenäinen, sillä jokainen suorakulmio qj
on polkuyhtenäinen ja kaari A yhdistää mitkä tahansa suorakulmiot,
jotka sisältyvät joukkoon F . Suorakulmiot qj ja joukko F on muodos-
tettu niin, että A ⊂ intF . Jokaisen joukon qj ⊂ F läpimitta on alle
ε, joten F ⊂ B(A, ε). Siten R2 \ B(A, ε) ⊂ R2 \ F . Joukon F reuna
koostuu äärellisen monesta erillisestä monikulmiosta J1, . . . , Jn (mah-
dollisesti vain yhdestä). Joukko F on yhtenäinen, joten rajoittamat-
toman komponentin U reuna on jokin näistä monikulmioista. Olkoon
se Jk. Murtoviiva M0 sisältyy joukon R2 \ B(A, ε) rajoittamattomaan
komponenttiin, jonka puolestaan täytyy sisältyä joukon R2\F rajoitta-
mattomaan komponenttiin U . Näin A ⊂ intF ja M0 ⊂ U , joten nämä
joukot sisältyvät joukon R2 \ Jk eri komponentteihin (Kuva 44).
Tarkastellaan Jordanin käyrää J ′ = A∪ [a0, v0]∪M0∪ [v1, a1]. Olkoon
X ′ joukon R2 \ J ′ rajoitettu komponentti. Havaitaan, että X ′ ⊂ X.
Kaari A ⊂ X¯ ′ ja murtoviiva M0 ⊂ X¯ ′ sisältyvät joukon R2 \ Jk eri
komponentteihin, joten ne sisältyvät myös joukon X¯ ′ \ Jk eri kompo-
nentteihin. Joukko Jk ∩ X¯ ′ koostuu yhdestä tai useammasta erillisestä
murtoviivasta ja toteuttaa Lauseen 10.12 joukkoa K koskevat ehdot.
Näin Lauseen 10.12 mukaan on olemassa murtoviiva M ⊂ Jk∩X¯ ′, joka
päätepisteitään lukuunottamatta sisältyy joukkoon X ′ ja jonka pääte-
pisteet jakavat Jordanin käyrän J ′ kahteen komponenttiin niin, että A
sisältyy niistä toiseen ja M0 toiseen. Näin murtoviivan M päätepisteet
wi ∈ [vi, ai[, joten M ⊂ X. Lisäksi M ⊂ Jk ⊂ F ⊂ B(A, ε). 2
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Nyt voidaan todistaa lause, jonka todistukseen edelliset lauseet ovat
tähdänneet. Osoitetaan, että avaruuden R2 \J rajoitetun komponentin
sulkeuma on 2-solu, kun J ⊂ R2 on Jordanin käyrä:
Lause 10.14. Olkoon J ⊂ R2 Jordanin käyrä ja olkoon X joukon R2\J
rajoitettu komponentti. Tällöin joukko X¯ on 2-solu.
Todistus: Olkoot G1, G2, . . . kuten Lauseessa 10.9 ja H1, H2, . . . kuten
Lauseessa 10.10. Voidaan olettaa, että G1 = {γ0, . . . , γn−1}. Olkoot
kaaren γi päätepisteet xi ja xi+1 jokaisella i ∈ Zn. Olkoot [vi, xi] ja
[vi+1, xi+1] ∈ H1 kaaren γi päätepisteitä vastaavat janat jokaisella i ∈
Zn.
Tarkastellaan aluksi kaarta γ0, jonka päätepisteet ovat siis x0 ja
x1 (Kuva 45). Näitä pisteitä vastaavat siis joukon H1 janat [v0, x0]
Kuva 45
ja [v1, x1]. Lauseen 10.9 mukaan γ0 ⊂ B(x0, 1). Kaari γ0 ja ympyrä
S(x0, 1) ovat kompakteja ja erillisiä, joten niiden etäisyys d(γ0, S(x0, 1)) >
0. Olkoon 0 < ε0 < d(γ0, S(x0, 1)), jolloin B(γ0, ε0) ⊂ B(x0, 1). Lauseen
10.13 mukaan on olemassa lukua ε0 vastaava joukon X murtoviiva M0,
joka sisältyy kuulaan B(γ0, ε0) ja yhdistää pisteen w0 ∈ [v0, x0[ pistee-
seen w1 ∈ [v1, x1[. Tällöin M0 ∪ [w1, x1] ∪ γ0 ∪ [x0, w0] ⊂ B(x0, 1).
Siirrytään tarkastelemaan seuraavaa kaarta γ1, jonka päätepisteet
ovat x1 ja x2 (Kuva 46). Lauseen 10.9 mukaan γ1 ⊂ B(x1, 1). Vas-
taavasti kuten edellä voidaan luku ε1 > 0 valita pienemmäksi kuin
etäisyys d(γ1, S(x1, 1)), jolloin B(γ1, ε1) ⊂ B(x1, 1). Lisäksi murtoviiva
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M0 ⊂ X ja kaari γ1 ⊂ J ovat kompakteja ja erillisiä, joten niiden etäi-
syys d(γ1,M0) > 0. Näin voidaan valita luku ε1 > 0 myös tätä etäisyyt-
tä pienemmäksi, jolloin B(γ1, ε1) ∩M0 = ∅. Lauseen 10.13 mukaan on
olemassa lukua ε1 vastaava joukon X murtoviivaM1, joka sisältyy kuu-
laan B(γ1, ε1) ja yhdistää pisteen w′1 ∈ [v1, x1[ pisteeseen w2 ∈ [v2, x2[.
Tällöin M1 ∩M0 = ∅.
Näin jatkaen voidaan muodostaa jokaista kaarta γi ∈ G1 vastaava
murtoviiva Mi ⊂ X ∩ B(xi, 1). Valitsemalla jokainen luku εi pienem-
mäksi kuin etäisyys d(γi,∪i−1k=1Mk) varmistetaan lisäksi, että nämä mur-
toviivat eivät leikkaa toisiaan. Lopuksi muutetaan murtoviivoja hie-
man, jotta peräkkäisille murtoviivoille saadaan yhteinen päätepiste: Ol-
kootMi−1 jaMi peräkkäiset murtoviivat (Kuva 47). Olkoon w′i ∈ [vi, xi[
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murtoviivan Mi−1 päätepiste ja olkoon vastaavasti wi ∈ [vi, xi[ murto-
viivan Mi päätepiste. Voidaan olettaa, että d(w′i, xi) > d(wi, xi). Jana
[w′i, wi] ja Jordanin käyrä J ovat erilliset kompaktit joukot, joten janal-
la [w′i, wi] on ympäristö B([w′i, wi], r), joka ei kohtaa käyrää J . Valitaan
piste m ∈ Mi−1 ∩ (B([w′i, wi], r) \ [w′i, wi]). Piste m voidaan yhdistää
pisteeseen wi joukon B([w′i, wi], r) murtoviivalla, joka ei kohtaa janaa
[w′i, wi]. Muutetaan murtoviivaa Mi−1 korvaamalla pisteiden m ja w′i
välinen osuus tällä uudella pisteet m ja wi yhdistävällä murtoviivalla.
Tällöin murtoviiva Mi−1 sisältyy edelleen kuulaan B(xi−1, 1).
Jakoon G1 liittyvien murtoviivojen Mi yhdiste muodostaa näin mo-
nikulmion J0 ⊂ X. Huomattavaa on, että jokainen murtoviiva Mi,
joista monikulmio J0 muodostuu, sisältyy johonkin kuulaan B(x, 1),
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missä x ∈ J . Näin J0 ⊂ B(J, 1). Olkoon X0 monikulmion J0 sisäpuoli.
Lauseen 10.2 nojalla joukko X¯0 on 2-solu.
Olkoon γj ∈ G1. Siirrytään tarkastelemaan niitä jaon G2 kaaria,
jotka sisältyvät kaareen γj. Jaon G2 kaarien määrä on äärellinen, joten
voidaan merkitä {β ∈ G2 : β ⊂ γj} = {β0, . . . , βm−1}. Olkoot kaaren
βi päätepisteet yi ja yi+1 jokaisella i ∈ {0, . . . ,m− 1}. Olkoot [ui, yi] ja
[ui+1, yi+1] ∈ H2 kaaren βi päätepisteitä vastaavat janat jokaisella i ∈
{0, . . . ,m− 1}. Tarkastellaan aluksi kaarta β0, jonka päätepisteet ovat
y0 ja y1 (Kuva 48). Lauseen 10.9 mukaan β0 ⊂ B(y0, 1/2). Kuten edellä,
Kuva 48
etäisyys d(β0, S(y0, 1/2)) > 0. Olkoon 0 < δ0 < d(β0, S(y0, 1/2)), jolloin
B(β0, δ0) ⊂ B(y0, 1/2). Kaari β0 ⊂ J ja monikulmio J0 ⊂ X ovat
erillisiä ja kompakteja, joten etäisyys d(β0, J0) > 0. Näin luku δ0 > 0
voidaan valita myös tätä etäisyyttä pienemmäksi, jolloin B(β0, δ0) ∩
J0 = ∅. Lauseen 10.13 mukaan on olemassa lukua δ0 vastaava joukon
X murtoviiva N0, joka sisältyy kuulaan B(β0, δ0) ja yhdistää pisteen
z0 ∈ [u0, y0[ pisteeseen z1 ∈ [u1, y1[. Näin N0 ∪ [z1, y1] ∪ β ∪ [y0, z0] ⊂
B(y0, 1/2). Erityisesti N0 ∩ J0 = ∅.
Näin voidaan muodostaa jokaista kaarta βi ⊂ γj vastaava murto-
viiva Ni ⊂ X ∩ B(yi, 1/2), joka ei kohtaa monikulmiota J0. Valitse-
malla lisäksi jokainen luku δi pienemmäksi kuin etäisyys d(βi,∪i−1k=1Nk)
varmistetaan, että nämä murtoviivat eivät leikkaa toisiaan. Lopuksi
muutetaan murtoviivoja kuten jaon G1 tapauksessa, jotta peräkkäisille
murtoviivoille saadaan yhteinen päätepiste. Tämän jälkeen muodoste-
taan yhdiste, johon kuuluvat kaikki edellä muodostetut murtoviivat Ni
(i ∈ Zm) sekä lisäksi kaarta γj ∈ G1 vastaava murtoviiva Mj ja janat
[wj, z0] ja [wj+1, zm] (Kuva 49). Tämä yhdiste sisältää yhden ja vain yh-
den monikulmion. Kyseinen monikulmio sisältyy joukkoon X ∩B(J, 1)
ja sen sisäpuolen sulkeuma on Lauseen 10.2 nojalla 2-solu.
Vastaavalla tavalla voidaan muodostaa jaon G1 muita kaaria vas-
taavat 2-solut. Varmistetaan niitä muodostettaessa, että kaikilla pe-
räkkäisillä jaon G2 kaaria vastaavilla murtoviivoilla on yhteinen pää-
tepiste. Tällöin myös jaon G2 kaaria vastaavien murtoviivojen yhdiste
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on Jordanin monikulmio. Jaon G1 kaaria vastaavat 2-solut muodos-
tavat äärellisen kokoelman 2-soluja, jota merkitään C1. Edelleen voi-
daan muodostaa jaon G2 kaaria vastaavat 2-solut, jolloin saadaan 2-
solujen kokoelma C2, ja niin edelleen. Näin saadaan jono C1, C2, . . . 2-
solujen äärellisiä kokoelmia. Jokaisella indeksillä i ∈ N joukko Ci sisäl-
tää siis kaikki jaon Gi kaariin liittyvät 2-solut ja nämä 2-solut sisältyvät
joukkoon X ∩ B(J, 1/i). Olkoon C∗i yhdiste joukkoon Ci kuuluvista 2-
soluista. Jokaisen joukon Ci jokainen 2-solu sisältyy joukkoon X, joten
X¯0 ∪
⋃∞
i=1 C∗i ⊂ X. Toisaalta jos x ∈ X, niin on olemassa sellainen
n ∈ N, että d(x, J) > 1/n. Kokoelmien Ci 2-solut on muodostettu niin,
että tällöin piste x ∈ X¯0 ∪
⋃n
i=1 C∗i . Näin X = X¯0 ∪
⋃∞
i=1 C∗i .
Olkoon f : J → S1 homeomorﬁsmi. Jokaisella i ∈ N olkoon G′i =
{σ ⊂ S1 : σ = fγ, γ ∈ Gi}. Joukot G′i ovat siis kaarten σ ⊂ S1 kokoel-
mia. Olkoon Ai = {x ∈ B2 : ii+1 ≤ |x| ≤ i+1i+2} jokaisella i ∈ N. Tällöin
A1 = {x ∈ B2 : 1/2 ≤ |x| ≤ 2/3}, A2 = {x ∈ B2 : 2/3 ≤ |x| ≤ 3/4} ja
niin edelleen. Joukot Ai ovat siis kuulaan B2 = B(0¯, 1) sisältyviä sul-
jettuja ympyrärenkaita. Jokaisella kaarella σ ⊂ S1 olkoon Fσ yhdiste
kaikista janoista, jotka yhdistävät kaaren σ jonkin pisteen origoon. Jo-
kainen joukko Fσ on siis kuulan B¯2 sektori. Jokaisella indeksillä i ∈ N
voidaan muodostaa joukon G′i jokaista kaarta σ vastaava leikkausjouk-
ko Cσ = Ai ∩ Fσ, joka on siis renkaan Ai ja kyseistä kaarta vastaavan
sektorin Fσ leikkaus (Kuva 50). Näin saadaan jokaisella indeksillä i ∈ N
Kuva 50
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2-solujen kokoelma C ′i, jossa on yhtä monta 2-solua kuin kokoelmassa
Ci.
Olkoon Li yhdiste kokoelman Ci 2-solujen reunoista, jotka ovat Jor-
danin monikulmioita. Olkoon vastaavasti L′i yhdiste kokoelman C ′i 2-
solujen reunoista (Kuva 51). Murtoviivat, janat ja kaaret ovat keske-
nään homeomorﬁsia, joten voidaan määritellä sellainen homeomorﬁsmi
g : ∪∞i=1 Li → ∪∞i=1L′i, että jokaista kaarta γ ⊂ J vastaavalla 2-solulla
Cγ pätee g∂Cγ = ∂Cσ, missä σ = fγ. Tällöin gJ0 = ∂B¯(0, 1/2). Myös
joukot X¯0 ja B¯(0, 1/2) ovat 2-soluja avaruudessa R2, joten Lauseen
10.5 mukaan on olemassa sellainen homeomorﬁsmi h : X → B2, että
hX¯0 = B¯(0, 1/2), hCγ = Cσ jokaisella γ ⊂ J ja h| ∪∞i=1 Li = g.
Osoitetaan, että paloittain määritelty kuvaus f0 : X¯ → B¯2,
f0(x) =
{
f(x), x ∈ J
h(x), x ∈ X,
on homeomorﬁsmi. Koska molemmat kuvaukset f ja h ovat bijektioita
ja fJ ∩hX = ∅ sekä fJ ∪hX = B¯2, niin kuvaus f0 on bijektio. Joukot
X ja B2 ovat avoimia, joten kuvaus f0 on jatkuva jokaisessa pisteessä
x ∈ X ja sen käänteiskuvaus f−10 on jatkuva jokaisessa pisteessä y ∈
B2. Tavoitteena on seuraavaksi osoittaa, että kuvaus f0 on jatkuva
jokaisessa pisteessä x ∈ J .
Olkoon x ∈ J ja olkoon y = f0(x). Jokaisella indeksillä i ∈ N olkoon
Ni yhdiste kaarista γ ∈ Gi, jotka sisältävät pisteen x, sekä 2-soluista,
jotka vastaavat näihin kaariin sisältyviä kaaria β ∈ Gj, j ≥ i (Kuva
52). Sellaisia kaaria γ ∈ Gi, jotka sisältävät pisteen x on joko kaksi
tai yksi, riippuen siitä, onko piste x tällaisen kaaren päätepiste vai ei.
Näin Ni ⊂ B(x, 1/i). Osoitetaan seuraavaksi, että jokaisella indeksillä
i ∈ N piste x on joukon Ni sisäpiste avaruudessa X¯. Olkoon i ∈ N.
Olkoon A joukon J \Ni sulkeuma avaruudessa J . Jokaisella indeksillä
n ∈ N joukkoon A sisältyviä kaaria β ∈ Gn vastaavat 2-solut sisältyvät
joukkoon B(A, 1/n). Indeksi n voidaan näin valita niin suureksi, että
1/n < d(x,A)/2. Olkoon Fn = ∪{Cβ : β ∈ Gj, j ≥ n, β ⊂ A} (Kuva
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53). Tällöin Fn ⊂ B(A, 1/n), joten x 6∈ F¯n. Olkoon En = ∪{Cβ :
β ∈ Gj, j ≤ n}. Tällöin x 6∈ En = E¯n. Myöskään x 6∈ X¯0. Tehdään
vastaoletus, että piste x ∈ Ni ei ole joukon Ni sisäpiste avaruudessa X¯.
Tällöin se on joukon Ni reunapiste avaruudessa X¯. Näin sen jokainen
ympäristö kohtaa joukon Ni ja joukon X¯ \Ni. Joukko X¯ \Ni ⊂ X0 ∪
En ∪ Fn ∪ A, joten piste x on tällöin myös jonkin tämän yhdisteen
joukon reunapiste. Edellä on kuitenkin osoitettu, että näin ei ole. Siis
vastaoletus on väärä ja piste x on joukon Ni sisäpiste avaruudessa X¯.
Näin jokaisella indeksillä i ∈ N on olemassa sellainen luku δi > 0, että
B(x, δi) ∩ X¯ ⊂ Ni.
Kuva 53
Olkoon i ∈ N. Siirrytään tarkastelemaan kuvajoukkoa f0Ni. Se on
ympyräsektorin ja muotoa {x ∈ B¯2 : |x| ≥ i
i+1
} olevan renkaan leikkaus
ja piste y = f0(x) ∈ S1 on joukon f0Ni sisäpiste avaruudessa B¯2.
Näin jokaisella indeksillä i ∈ N on olemassa sellainen luku δ′i > 0, että
B(y, δ′i) ∩ B¯2 ⊂ f0Ni.
Olkoon ε > 0. Osoitetaan, että f0Ni ⊂ B(y, ε), kunhan indek-
si i ∈ N on riittävän suuri: Joukko Ni ∩ J , joka muodostuu yhdes-
tä tai kahdesta kaaresta γ ∈ Gi, sisältyy Lauseen 10.9 nojalla kuu-
laan B(x, 1/i) jokaisella i ∈ N. Kuvaus f : J → S1 on jatkuva, joten
fB(x, 1/i) ⊂ B(y, ε) ∩ S1 kun indeksi i on riittävän suuri. Näin kaa-
ri f0Ni ∩ S1 = f(Ni ∩ J) ⊂ B(y, ε) ∩ S1, kun indeksi i on riittävän
suuri. Lisäksi rengas {x ∈ B¯2 : |x| ≥ i
i+1
} saadaan miten kapeaksi
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tahansa kasvattamalla indeksiä i ∈ N. Näin on olemassa sellainen in-
deksi i ∈ N, että f0Ni ⊂ B(y, ε), ja tätä indeksiä vastaa sellainen luku
δi > 0, että B(x, δi) ∩ X¯ ⊂ Ni. Siis on olemassa sellainen luku δi > 0,
että f0
(
B(x, δi) ∩ X¯
) ⊂ f0Ni ⊂ B(y, ε). Näin kuvaus f0 on jatkuva
pisteessä x ∈ J .
Kuvaus f0 : X¯ → B¯2 on siis jatkuva bijektio. Kirjassa [6] on osoitet-
tu, että kompaktissa joukossa määritelty jatkuva bijektio on aina ho-
meomorﬁsmi (Seuraus 13.26). Joukon R2 \ J rajoitetun komponentin
sulkeuma X¯ on kompakti, joten kuvaus f0 on homeomorﬁsmi. 2
Lauseiden 10.5 ja 10.14 avulla saadaan helposti seuraava tulos:
Lause 10.15. Olkoon J ⊂ R2 Jordanin käyrä ja olkoon X joukon
R2 \J rajoitettu komponentti. Olkoon f : J → J ′ ⊂ R2 homeomorﬁsmi.
Olkoon X ′ joukon R2 \ J ′ rajoitettu komponentti. Tällöin on olemassa
sellainen homeomorﬁsmi h : X¯ → X¯ ′, että h|J = f .
Todistus: Lauseen 10.14 mukaan joukot X¯ ja X¯ ′ ovat 2-soluja. Lauseen
10.5 mukaan tällöin on olemassa sellainen homeomorﬁsmi h : X¯ → X¯ ′,
että h|J = f . 2
Seuraavaa lemmaa käytetään Lauseen 10.17 todistuksessa.
Lemma 10.16. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja olkoon kuvaus
f : X → Y injektio. Oletetaan, että X = A ∪ B, missä joukot A ja B
ovat suljettuja avaruudessa X. Oletetaan myös, että joukot fA ja fB
ovat suljettuja kuvajoukossa fX, ja että rajoittumat f |A : A → Y ja
f |B : B → Y ovat upotuksia. Tällöin kuvaus f on upotus.
Todistus: Kirjassa [6] on osoitettu, että kuvaus f on jatkuva (Lause
7.13). Oletuksen mukaan kuvaus f on injektio, joten se määrittelee bi-
jektion f1 : X → fX. On osoitettava, että käänteiskuvaus f−11 : fX →
X on jatkuva. Tehdään tämä osoittamalla, että jokaisen suljetun jou-
kon F ⊂ X alkukuva (f−1)−1F = fF on suljettu joukossa fX. Olkoon
F ⊂ X suljettu. Joukko fF = f((F ∩ A) ∪ (F ∩ B)) = f(F ∩ A) ∪
f(F ∩ B) = (f |A)(F ∩ A) ∪ (f |B)(F ∩ B). Joukko F ∩ A on suljettu
joukossa A ja rajoittuma f |A on upotus, joten joukko (f |A)(F ∩A) on
suljettu joukossa fA. Tämä taas on oletuksen mukaan suljettu joukossa
fX. Siis joukko (f |A)(F ∩A) on suljettu joukossa fX. Vastaavasti voi-
daan päätellä, että joukko (f |B)(F ∩B) on suljettu joukossa fX. Näin
kuvajoukko fF on kahden suljetun joukon yhdisteenä itsekin suljettu
joukossa fX . 2
Lauseiden 10.5 ja 10.14 avulla todistetaan seuraavaksi Schönﬂiesin
lause, jonka mukaan jokainen upotus f : S1 → R2 voidaan jatkaa ho-
meomorﬁsmiksi h : R2 → R2.
Lause 10.17 (Schönﬂiesin lause). Olkoon f : S1 → R2 upotus. Tällöin
on olemassa sellainen homeomorﬁsmi h : R2 → R2, että h|S1 = f .
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Todistus: Olkoon f : S1 → R2 upotus ja olkoon J = fS1. Tällöin jouk-
ko J ⊂ R2 on Jordanin käyrä, ja upotus f määrittelee homeomorﬁs-
min S1 → J . Olkoon joukon R2 \ J rajoittamaton komponentti X0 ja
rajoitettu komponentti X1. Jordanin käyrä J on rajoitettu, joten on
olemassa sellainen luku r0 > 2, että J ⊂ B(0¯, r0). Olkoon r1 = r0 + 1
ja merkitään a = (0, r1), b = (0,−r1). Olkoon x ∈ X1. Havaitaan, et-
tä janat [x, a] ja [x, b] kohtaavat toisensa ainoastaan pisteessä x (Kuva
54). Pisteet a, b ∈ X0 ⊂ {X1, joten janat [x, a] ja [x, b] kohtaavat reu-
nan ∂X1 = J . Nämä janat sekä käyrä J ovat kompakteja, joten myös
leikkausjoukot [x, a] ∩ J ja [x, b] ∩ J ovat kompakteja. Näin joukossa
[x, a] ∩ J on olemassa piste x1 6= a, joka on lähinnä pistettä a. Tällöin
[a, x1[⊂ X0. Vastaavasti joukossa [x, b]∩J on sellainen piste x2 6= b, että
[b, x2[⊂ X0. Lisäksi siis x1 6= x 6= x2, sillä x1, x2 ∈ J ja x ∈ X1. Näin ja-
nat [a, x1] ja [b, x2] ovat erillisiä. Merkitään L1 = [a, x1] ja L2 = [b, x2].
Kuva 55
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Siirrytään tarkastelemaan pisteitä y1 = f−1(x1) ja y2 = f−1(x2) ∈
S1. Pisteet y1 ja a ∈ S(0¯, r1) voidaan yhdistää murtoviivalla M1, jo-
ka päätepisteitään lukuunottamatta sisältyy joukkoon B(0¯, r1) \ B¯2.
Vastaavasti pisteet y2 ja b ∈ S(0¯, r1) voidaan yhdistää murtoviival-
la M2, joka myös sisältyy päätepisteitään lukuunottamatta joukkoon
B(0¯, r1)\ B¯2. Nämä murtoviivat voidaan aina valita sellaisiksi, etteivät
ne leikkaa toisiaan (Kuva 55).
Nyt voidaan muodostaa neljä uutta Jordanin käyrää (Kuva 56). Käy-
rä J ′1 muodostuu puoliympyrästä C1 = {x ∈ S(0¯, r1) : pr1(x) ≤ 0},
murtoviivoista M1 ja M2 sekä pisteet y1 ja y2 yhdistävästä ympyrän S1
kaaresta. Käyrä J ′2 muodostuu vastaavasti puoliympyrästä C2 = {x ∈
S(0¯, r1) : pr1(x) ≥ 0}, murtoviivoista M1 ja M2 sekä toisesta pisteet
y1 ja y2 yhdistävästä ympyrän S1 kaaresta. Käyrä J1 muodostuu puo-
liympyrästä C1, janoista L1 ja L2 sekä pisteet x1 ja x2 yhdistävästä
kaaresta A1 ⊂ J . Käyrä J2 muodostuu vastaavasti puoliympyrästä C2,
janoista L1 ja L2 sekä pisteet x1 ja x2 yhdistävästä kaaresta A2 ⊂ J .
Kuva 56
Olkoon F ′ = S1 ∪ M1 ∪ M2 ∪ S(0¯, r1) ja olkoon F = J ∪ L1 ∪
L2 ∪ S(0¯, r1). Murtoviiva Mi on homeomorﬁnen janan Li kanssa (i ∈
{1, 2}), joten on olemassa homeomorﬁsmit gi : Mi → Li (i ∈ {1, 2}).
Määritellään kuvaus g : F ′ → F asettamalla
g(x) =
 f(x), x ∈ S
1
gi(x), x ∈Mi
id(x), x ∈ S(0¯, r1),
Lemman 10.16 nojalla kuvaus g on homeomorﬁsmi.
Olkoon Yi joukon R2 \Ji rajoitettu komponentti ja olkoon Zi joukon
R2\J ′i rajoitettu komponentti, (i ∈ {1, 2}). Lauseen 10.14 nojalla jouk-
ko X¯1 on 2-solu kuten myös joukot Y¯i ja Z¯i, (i ∈ {1, 2}). Lauseen 10.5
mukaan tällöin on olemassa sellainen homeomorﬁsmi h1 : B¯(0¯, r1) →
79
B¯(0¯, r1), että h1B¯2 = X¯1, h1Z¯i = Y¯i , (i ∈ {1, 2}) ja h1|F ′ = g. Määri-
tellään kuvaus h : R2 → R2 asettamalla
h(x) =
{
h1(x), x ∈ B¯(0¯, r1)
id(x), x ∈ R2 \B(0¯, r1),
Lemman 10.16 nojalla kuvaus h on homeomorﬁsmi ja lisäksi h|S1 =
h1|S1 = g|S1 = f . 2
Todistetaan vielä toinen muotoilu Schönﬂiesin lauseelle:
Lause 10.18. Olkoon J ⊂ R2 Jordanin käyrä ja olkoon f : J → R2
upotus. Tällöin on olemassa sellainen homeomorﬁsmi h : R2 → R2,
että h|J = f .
Todistus: Koska J ⊂ R2 on Jordanin käyrä, niin on olemassa homeo-
morﬁsmi f0 : S1 → J . Yhdistetty kuvaus f ◦ f0 : S1 → fJ on myös
homeomorﬁsmi. Schönﬂiesin lauseen (Lause 10.17) mukaan on olemas-
sa sellaiset homeomorﬁsmit h0, h1 : R2 → R2, että h0|S1 = f0 ja
h1|S1 = f ◦ f0. Yhdistetty kuvaus h = h1 ◦ h−10 : R2 → R2 on ho-
meomorﬁsmi ja h|J = (h1 ◦ h−10 )|J = f ◦ f0 ◦ f−10 = f . 2
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